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SOMMAIRE

Dans ce mémoire, on généralise plusieurs résultats connus sur les fractales complexes,
bicomplexes et tricomplexes. Pour ce faire, on étudie d’abord les nombres multicomplexes,
ou n-complexes, qui permettent de généraliser les nombres complexes en 2" dimensions.
A partir de ceux-ci, on définit une algebre M(n) qui permet d’étendre plusieurs notions
et concepts classiques liés au plan complexe en 2™ dimensions. Par exemple, on peut
redéfinir les fractales complexes, telles que les ensembles de Mandelbrot et de Julia, afin

d’obtenir des objets ayant 2" dimensions.

Il est possible de visualiser ces ensembles en générant des projections tridimension-
nelles de ces derniers, aussi appelées des coupes tridimensionnelles. A priori, une fractale
n-complexe possede (2; ) coupes distinctes. Cependant, plusieurs d’entre elles sont simi-
laires. Effectivement, en étudiant les diverses coupes d’une fractale, on voit que plusieurs
d’entre elles ont la méme dynamique. En particulier, considérons I’ensemble de Mandel-

brot généralisé suivant :
P={coeM(n) : cpmy1 = (cm)’ + co 4 00 lorsque m — oo} .

On peut démontrer que lorsque p est pair, M? ne possede que neuf dynamiques tridi-

mensionnelles différentes et lorsque p est impair, il n’en possede que quatre.

Une grande partie de cet ouvrage est donc dédiée a I’étude des espaces multicomplexes
ainsi qu’a la classification des dynamiques et coupes tridimensionnelles de M?. Aussi,
on généralise la distance entre une fractale et un nombre multicomplexe a l'extérieur de
celle-ci. Cette distance permet de générer par ordinateur des visuels des coupes fractales

tridimensionnelles en utilisant la méthode du lancer de rayons.

Mots-clés : nombres multicomplexes; Multibrot ; ensemble de Mandelbrot généralisé;

ensembles de Julia ; dynamique multicomplexe ; coupes tridimensionnelles ; fractales 3D.






ABSTRACT

In this thesis, we generalize known results concerning complex, bicomplex and tricom-
plex fractals. To do so, we first study the multicomplex numbers, or n-complex numbers,
which are a 2"-dimensional generalization of complex numbers. Using those numbers, we
define an algebra M(n) which may be used to generalize many classical concepts and
results from the complex plane to a 2"-dimensional space. For instance, complex fractals,
such as the Mandelbrot and Julia sets, may be extended to the multicomplex space in

order to obtain 2"-dimensional objects.

It is possible to visualize those fractal sets by generating their tridimensional projec-
2”1
3
many of them are similar. Indeed, by studying the different slices of a fractal set, we see

tions, or tridimensional slices. A priori, a n-complex fractal possesses ( ) slices. However,
that many of them have the same dynamics. Notably, consider the following generalized
Mandelbrot set :

M ={co € M(n) : cpy1 = (cm)’ + co /> 00 as m — o0} .

It can be shown that when p is even, MP only possesses nine tridimensional dynamics

and when p is odd, it only has four.

Thus, most of this work focuses on the multicomplex spaces as well as the classifi-
cation of the tridimensional dynamics and slices of M?. Moreover, the distance from a
fractal to a multicomplex number outside that fractal is generalized. Using this distance,
the ray tracing algorithm for creating 3D images can be used to generate tridimensional

fractal slices visuals.

Keywords : multicomplex numbers; Multibrot set; generalized Mandelbrot set ; Julia

sets ; multicomplex dynamics ; tridimensional slices; 3D fractals.
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Introduction

Les fractales complexes intéressent les mathématiciens depuis plusieurs décennies. En
effet, elles ont d’abord été introduites par Fatou et Julia au début du 20° siecle, qui se
sont surtout penchés sur la dynamique de ces ensembles complexes chaotiques. Toutefois,
ce n'est qu’au début des années 1980 que certains mathématiciens, dont Mandelbrot,
générerent les premieres images par ordinateur de ’ensemble du méme nom. Par la
suite, la curiosité de plusieurs chercheurs, comme Douady et Hubbard, s’est ravivée et
le domaine des fractales a énormément gagné en popularité. Depuis ce temps, comme
le matériel informatique devient plus puissant d’année en année, la qualité des images
s’est continuellement améliorée. De plus, puisque les ordinateurs sont aussi devenus plus
accessibles, les mathématiciens ne sont plus les seuls a s’intéresser aux fractales : plusieurs
artistes numériques sont maintenant passionnés par ces objets complexes, en particulier

les ensembles de Mandelbrot et de Julia.

D’ailleurs, afin d’obtenir des images encore plus impressionnantes, il est possible de
redéfinir les fractales en trois dimensions. En effet, comme elles sont définies habituel-
lement dans le plan complexe, leur définition standard permet d’obtenir des images en
deux dimensions. Cependant, en les définissant sur une autre algebre ayant plus de di-
mensions, on obtient des ensembles fractals ayant, eux aussi, plus de dimensions. Par
exemple, en utilisant les quaternions, il serait possible d’obtenir des fractales en quatre
dimensions, comme 'ont fait Katunin [18] ainsi que Dang, Kauffman et Sandin [9]. En
considérant les projections tridimensionnelles de celles-ci, on obtient des fractales tridi-
mensionnelles, qui peuvent étre générées par ordinateur a ’aide de certaines méthodes

de synthese d’image, comme le lancer de rayons [1, 15].

Ici, afin de généraliser les fractales, on utilisera les espaces multicomplexes M(n).

Ceux-ci ont été étudiés pour les premieres fois dans les années 1990 par Price [30] et
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Rochon [31]. Les nombres multicomplexes, ou n-complexes, permettent de généraliser les
nombres complexes en 2" dimensions. A partir de ceux-ci, il est possible de définir une
addition et une multiplication multicomplexes analogues aux opérations élémentaires
sur les complexes. De plus, on peut démontrer que M(n) muni de 'addition et de la
multiplication multicomplexes forme une algebre associative, unitaire et commutative
sur R. En fait, on peut vérifier que M(n), en tant qu’espace vectoriel, est isomorphe et
isométrique a R?". 11 est aussi possible de démontrer que cette généralisation de C forme
un anneau unitaire commutatif. Bref, di aux propriétés de M(n), dont la commutativité
de la multiplication, les calculs dans M(n) se font de maniére assez intuitive, ce qui rend

cette généralisation de C particulierement intéressante.

Ainsi, en définissant les ensembles de Mandelbrot et de Julia dans I’espace n-complexe
plutot que complexe, on obtient des fractales en 2" dimensions. En choisissant trois élé-
ments d’une base de M(n), on peut obtenir une projection 3D d’une fractale, qu’on
appelle aussi une coupe tridimensionnelle. Dépendant de la base et des unités choisies, il
est possible d’obtenir une grande variété de coupes tridimensionnelles. Cependant, cer-
taines d’entre elles sont visuellement identiques. En établissant une relation d’équivalence
entre les coupes en fonction de leur dynamique, on peut trouver lesquelles sont visuelle-
ment les mémes. En fait, dans ce mémoire, les coupes tridimensionnelles principales sont
classées et on démontre, entre autres, que I’ensemble de Mandelbrot généralisé ne possede
que neuf coupes tridimensionnelles principales. Ce résultat, qui représente le cceur de ce

travail, permet de résoudre une conjecture établie par Parisé [26].

Essentiellement, ce mémoire a comme objectif de généraliser et d’unifier certaines
notions liées aux espaces multicomplexes ainsi qu’aux fractales définies dans ces espaces.
En effet, plusieurs propriétés des espaces complexes, bicomplexes et tricomplexes, démon-
trées entre autres dans [21, 22, 28, 30, 32|, se généralisent aux espaces multicomplexes.
De méme, certains résultats sur les fractales d’ordre p sont démontrés dans le cas ou
p = 2 ou p = 3 dans certains ouvrages [12, 13, 26], mais plusieurs pourraient étre dé-
montrés pour tout entier p > 2. C’est le cas, par exemple, de la classification des coupes

tridimensionnelles principales.

En résumé, voici la structure du document. Au chapitre 1, on introduit les espaces
multicomplexes. Ensuite, on définit les ensembles de Mandelbrot et de Julia généralisés

a ces espaces au chapitre 2. Puis, le principe de coupe tridimensionnelle et la relation
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d’équivalence entre ces coupes sont présentés au chapitre 3. Au chapitre 4, les coupes prin-
cipales des Multibrots sont classées selon la relation d’équivalence introduite au chapitre
précédent. Finalement, le lancer de rayons est abordé et une estimation de la distance
entre un point et une fractale, nécessaire a 'implémentation de la méthode, est généralisée

au chapitre 5.

Remarque. En annexe, plusieurs concepts préalables au mémoire sont définis. Ainsi, le
lecteur ayant a se remémorer ou a se familiariser avec certaines notions peut se référer a

celle-ci.






Espaces multicomplexes

L’objectif de ce chapitre est de présenter les ensembles des nombres multicomplexes
et les différentes opérations définies sur ceux-ci. De plus, on élabore certains concepts
plus avancés, ce qui permettra de dresser un portrait général des espaces multicomplexes
et de leurs propriétés. Aussi, on tente d’unifier et de généraliser certains résultats connus
sur les nombres bicomplexes et tricomplexes présentés dans d’autres travaux, notamment

[12, 21, 26, 30, 34, 35].

1.1 Notions de base

D’abord, remarquons que les nombres complexes sont obtenus en introduisant une

unité imaginaire i telle que 2 = —1. En effet, on sait que
C:{x—l—yz’ | x,yERetiZ:—l}.

Afin d’obtenir les nombres multicomplexes, on doit introduire d’autres unités imaginaires

i

Définition 1.1.1 — L’ensemble C(i,)
Soit n € N* et considérons I'unité imaginaire i, telle que i2 = —1. L’ensemble des

nombres complexes associé a i, est noté

C(in) ={z +yin | z,y € R}.

Les opérations d’addition et de multiplication déja connues sur C peuvent aussi
étre utilisées sur les nombres de 1’ensemble C(i,,). Muni de ces opérations, on voit que

I'ensemble C(i,,) forme un corps. De plus, les ensembles C et C(i,,) sont isomorphes. En
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effet, on vérifie facilement que l'application f(z 4+ yi) = x + yi, est un isomorphisme

entre ces deux ensembles, c¢’est-a-dire que f est bijective et, Vzq, 2o € C,

flzr+22) = f(21) + f(22) et f(ziz2) = f(21)f(22).

De méme, les ensembles C(i,,) et C(i,) sont isomorphes Vm,n € N*. Essentiellement,
on voit donc que les unités imaginaires i,, malgré qu’elles soient distinctes, se traitent

toutes de maniére semblable Vn € N*.

Remarquons que les nombres complexes sont obtenus, en quelque sorte, en dupliquant
les nombres réels. Pour obtenir les nombres multicomplexes, on procede de maniére sem-

blable.

Définition 1.1.2 — Ensemble des nombres n-complexes
Pour n € N*, I’ensemble des nombres multicomplexes d’ordre n, ou encore ’ensemble

des nombres n-complexes, est
M(n) = {n=m + nein | m,m2 € M(n — 1)}

ot i2 = —1 et M(0) = R.

Remarque. En particulier, on a M(1) = C(i1). Ainsi, on considérera dans le reste du
travail que l’ensemble complexe habituel C est représenté par M(1) = C(iy), c’est-a-
dire que l'unité imaginaire habituelle ¢ est équivalente a 4;. De plus, dans plusieurs
ouvrages (voir [12, 13, 26, 28| par exemple), on note I'ensemble des nombres bicomplexes
BC := M(2) et l’ensemble des nombres tricomplexes TC := M(3). Cette notation sera

utilisée tout au long du travail.

Comme des opérations d’addition et de multiplication sont déja définies sur C, il est

possible de les généraliser a M(n).
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Définition 1.1.3 — Opérations élémentaires sur M(n)
Soit n € N*, n = ny + 198, et ¢ = (1 + (i, O N1, 12, (1, (o € M(n —1). Les opérations

arithmétiques de base dans M(n) se font selon les régles suivantes :
o 11+ Matn = G+ Qi = 1 = G et 2 = (o
© N+ C=(m+m2in) + (G + Gin) = (M + ) + (M2 + G)in;
® 1 G =(m + n2in) (G + Gin) = (MG — M2G2) + (MG + 7261 )in.

Les opérations multicomplexes de base sont donc définies de maniére analogue aux
opérations complexes. De plus, lorsque n > 2, on peut remarquer qu'’il existe des diviseurs
de zéro dans M(n). A titre d’exemple, on peut calculer que (i1 + i5)(i; — i2) = 0. A la
section 1.4, on identifiera plus exactement quels nombres sont non inversibles et, par

conséquent, des diviseurs de zéro.

L’ensemble M(n) muni de I’addition et la multiplication telles que définies précédem-

ment permet d’obtenir une structure algébrique riche.

Proposition 1.1.4

L’ensemble M(n) muni des opérations d’addition et de multiplication forme une al-

gebre sur R unitaire et commutative, c’est-a-dire que
i) Uaddition et la multiplication sont toutes deuz associatives et commutatives ;

i1) il existe un neutre 0 pour laddition et tout n € M(n) posséde un opposé —n ;

)
i11) il existe un neutre 1 pour la multiplication ;
)

w) la multiplication est bilinéaire, c’est-a-dire qu’elle est distributive sur l’addition.

DEMONSTRATION. On peut prouver la proposition pour tout n € N par induction.
Lorsque n = 0 ou n = 1, on sait que la proposition est vraie puisque ce sont les cas réel
et complexe. Ensuite, en supposant que le résultat est vrai pour n — 1, on peut démon-
trer qu’il 'est aussi pour n a partir des définitions de ’addition et de la multiplication

multicomplexes.

i) L’associativité et la commutativité des opérations se démontre par calcul direct.
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i1) Le neutre pour 'addition est 0 = 0 4 0i,, et 'opposé de tout nombre 7; + 197, est
—1 = N2ln.
i71) Le neutre pour la multiplication est 1 = 1 + 04,,.

iv) Démontrons la distributivité & gauche. A partir de la définition de addition et de

la multiplication, on calcule que

n(¢+w)=(m+ 772%)(((1 + Cain) + (w1 + Wz@'n)),
=(m+ 772%)((@ +wi) + (G2 + wz)in);
= m(C +wi1) = (G +wa) + (Ul(Cz + wa) + m2(¢r + Wl))%-

En supposant que la multiplication est bilinéaire dans M(n — 1), on trouve donc

que

n(¢+w) =maG + mwi — 7262 — Maws + (MG + Mmws + 121 + Mawi )iy,
=mG — MG + mwi — maws + (MG + 12C1 )in + (Mwa + Nowi )i,
= (M€ — 12G2) + (M2 + 12C1)in + (Mw1 — Mawa) + (Mws + Nowi )in,
= (m + m2in) (G + Gin) + (M + 1tn) (W1 + waiy),
= ¢ + nw.

La distributivité a droite se démontre de maniére semblable. [ ]

1.2 Représentation canonique et conjugaisons

A Tlaide de la distributivité de la multiplication sur Paddition, on peut exprimer un

nombre multicomplexe de plusieurs maniéres.

Proposition 1.2.1

Soit k,n € N tels que k < n. Tout nombre n-complexe peut étre représenté a l’aide
de 2% nombres k-complexes. En particulier, tout nombre n-complexe posséde une

représentation en 2" composantes réelles.

DEMONSTRATION. Cet énoncé a déja été démontré par induction par Garant-Pelletier
[12]. En résumé, on sait que tout n € M(n) dépend de 2 composantes 7,7, € M(n — 1).
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De méme, chacune de ces composantes 7, et 1, dépendent de 2 composantes de M(n —2).
En poursuivant ce raisonnement récursivement, on trouve le résultat.

2"~k correspond au nombre de combinaisons

Notamment, on peut remarquer que
possibles de {iyy1,k12, .-, n}, la combinaison vide correspondant & 'unité 1. Lorsque
k = 0, chacune des composantes réelles peut donc étre associée a une combinaison d’uni-

tés imaginaires. [ ]

On voit, a la fin de la derniere démonstration, que ’ensemble des combinaisons d’uni-
tés imaginaires joue un role important dans la représentation des nombres multicom-

plexes. On introduit donc la notation suivante.

Définition 1.2.2
Soit n,k € N tels que k& < n. On définit alors les ensembles I;(n) de la maniere

suivante :

Lo1(n) = {1 in};

anZ(n) = {17 infh Z'nv anlzn}u

Ix(n) = Ixy1(n) U {ik+1 i ‘ ie ]Ik+1(n)} pour k <n — 2.

Dans le cas particulier ou & = 0, on écrit I(n) := Iy(n).

Exemple 1.2.3. Considérons I'ensemble I (n), ot k < n. Pourn =1,onal(1) = {1, i1 }.

Pour n = 2, on voit que
I,(2) = {1, iy} et 1(2) = {1, 41, iz, i1ia}.
De méme, pour n = 3 :
I5(3) = {1, is};
I,(3) = {1, is, i3, i2i3};

]1(3) - {]‘7 il) Z'27 iliQ; Z.37 7:17:37 Z.22'37 i1i2i3}‘ A

L’exemple suivant permet d’illustrer comment les éléments de I;(n) peuvent étre

utilisés pour représenter de différentes manieres un nombre multicomplexe.
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Exemple 1.2.4. Considérons un nombre tricomplexe € TC. Par définition des nombres
multicomplexes, on sait qu’il existe deux nombres bicomplexes wq,wy € BC, quatre

nombres complexes z1, 22, 23, z4 € C et huit nombres réels z1, o, ..., x5 € R tels que

N = wy + wals,
= (21 + 2082) + (23 + 2412)i3,
= 21 + 29lo + 2303 + 240913,
= (21 + 2211) + (23 + 2401 )iz + (25 + T601 )iz + (27 + w301 )ins,

=T+ Jfgil + $3i2 + $4i1i2 + $C5i3 + xﬁilig + $7i2i3 + xgil?;gig. A

A partir des exemples 1.2.3 et 1.2.4, on voit que I’ensemble Ix(n) peut étre utilisé
pour représenter un nombre n-complexe. En général, on voit ainsi que tout n € M(n)

peut étre écrit sous la forme

n= > mni

i€l (n)

ou 7; € M(k) pour tout i € I;(n). Dans le cas ou k = 0, on trouve 'expression de 7 en

fonction de ses 2™ coeflicients réels. On déduit ainsi la définition suivante.

Définition 1.2.5 — Représentation canonique d’un nombre multicomplexe
Soit n, k € N tels que k < n. La représentation canonique en coefficients k-complexes

d’un nombre multicomplexe n € M(n) est donnée par ’expression

n= > mni (1.1)

iEHk (n)

ou n; € M(k). Dans le cas particulier ou k = 0, on écrit I(n) := Iy(n) pour obtenir la

représentation canonique en coefficients réels de n :

n = Z x;i.

i€l(n)

Par ailleurs, la notion de conjugué peut aussi étre étendue aux multicomplexes. La

conjugaison de nombres multicomplexes présentée peut étre retrouvée dans [34].
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Définition 1.2.6 — Conjugaison multicomplexe
Soit n, k € N* et n = 1 + 12i, 00 1,19 € M(n — 1). Les n conjugués n-complezes,
notés fx, ou 1 < k < n, sont définis récursivement comme suit :

i) 0™ = = 1ain;

i) niv =l +nlki, Yk < n.

De plus, si k > n, alors nf* := 7.

La définition précédente présente donc n conjugués sur M(n). Par ailleurs, en utilisant
la composition de fonctions, il est possible d’obtenir d’autres conjugués. En effet, on
pourrait vérifier que toutes les compositions des conjugués présentés précédemment sont
aussi des conjugaisons sur M(n). En fait, Garant-Pelletier a méme démontré que, dans
les cas n = 2 et n = 3, I'ensemble des 2" compositions de conjugués n-complexes muni
de l'opération de composition forme un groupe commutatif [12]. Avant de démontrer cet

énoncé dans le cas général, on présente ici quelques propriétés du conjugué multicomplexe.

Proposition 1.2.7

Soit n € N* et n,( € M(n). Pour tout k,l € N* :
i) (na Q)" = nh & (e

(- Q)" =t ¢l

(" ) =1

(

it)
i11)
) ()" = ()"

w

DEMONSTRATION. Démontrons d’abord les trois premicéres propriétés. Si k& > n, les
propriétés sont évidentes. Dans le cas ou k£ < n, démontrons ces propriétés par induction
sur n. Lorsque n = 1, on a nécessairement que k£ = 1. Dans ce cas, on retrouve le conjugué
complexe habituel et les propriétés proposées sont bien connues. Supposons maintenant
que les trois propriétés sont vérifiées pour un certain n > 1 et démontrons qu’elles restent

valides pour n + 1.

Soit n = n1 + Naint1 et ¢ = (1 + Colngr OU 71,72, (1, o € M(n).
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i) Lorsque k = n + 1, on vérifie facilement que

(n+ Q) = ((771 + )+ (2t C2)Z'n+1)TnH,
=(mE£G)— (2 £ Q)in-1,

= (m — Main-1) £ (G — C2in-1),
— nTn+1 + CTn+1.

Si k < n, en utilisant I’hypothese d’induction, on calcule que

(n+ 0% = (m £ )™ + (2 + &) ¥ing,
= (nf* £ %) + fF £ G*)inia,
(77Tk + 772 Mipg1) = (dk + Cgkin+1>7
— nTk + CTI@‘

i1) Si k =mn+ 1, on voit que

(n-¢) THH = ( mé — m2G2) + (m¢z +772C1)in+1)“+1;
= (M — mC2) — (Ml + 72C1)int1,

= (m — M2in-1)(C1 — Gin—1),
77n+1 CTnH

Lorsque k£ < n, en utilisant la propriété 1 et I’hypothése d’induction, on obtient

que

((mCl M) + (mée + 772C1)Tkin+1),
(((771(1) (772(2)“) + (mG)™ + (120)")insa )
(Gl )+ (el + nd¢f* i),

= (nl*

— nTk . CTk‘
iii) Lorsque k =mn + 1, on peut vérifier que

Tn . .
()" = (= M) = 0y 4 aiar = 1.

Lorsque k < n, par I’hypothese d’induction, on obtient que

(UM)Tk - (771}“ + 77;'%1“)“c - (UI’C)M + (”gk)m Int1 =M + Nolns1 = 1.
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Ainsi, par le principe d’induction, les trois premieres propriétés sont vérifiées pour tout
n € N*.

Considérons maintenant la propriété iv). Si k = [, | > n ou k > n, le résultat est

évident. Posons donc, sans perte de généralité, que 1 < k <[ < n.

Lorsque [ = n, pour n = 11 + 124, on calcule que

()" = (nl + )"
=ik — nfFin,
= (771 - 7722'1)“ )

- ()"

Si [ < n, on procede par induction. Avec k = 1, [ = 2 et n = 3, on voit que, pour

n = w; + U)Qig ou w; = 21 + Zgig et wy = 23 + Z4i2,

()" = (o) + (k) s

(wl

(zfl + 22122> ‘4 (zgl + Z4li2>T2 i3,
(<1

= (

2t — 2y 12) (Zh — 21122) i3,

2] — 2212) Y (23 — »2’41'2)Jrl i3,

1.
(w)" + (k)" 3,
1
- ()"
En supposant donc que la propriété iv) est vraie pour un entier n, on voit que, pour tout

n=m + N2lnyi1,

()" = ()" + ()" e = ()™ 4 () i = (7)™

On conclut donc que la quatrieme propriété est aussi valide pour tous les conjugués.
|

Par ailleurs, lorsque k < n, il est possible d’interpréter le conjugué 1, plus intuitive-
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ment. En effet, de I’équation 1.1 a la définition 1.2.5, on sait que, pour tout n € M(n),

n= Z niiu

ieﬂk (n)

= > (mia+migix)i

ier(n)
ou M1, M2 € M(k — 1) pour tout i € I;(n). On obtient donc que
Tk
' = ( > (mia +77i,2ik)i) = > (g +main) = > (i1 — migip)i
leﬂk(n) leﬂk(n) lel[k(n)

Ainsi, le conjugué n'* de € M(n) peut étre obtenu en changeant le signe de tous les

termes contenant l'unité iy.
Exemple 1.2.8. Considérons le nombre tricomplexe

1N = To + T191 + Taly + T3i3 + Tal1le + Tslil3 + Telols + Trlilals.
On peut obtenir les trois conjugués suivants :

N = 20 — 2101 + Taiy + T3iz — Tatriy — Tsiriz + Talalz — Triyials,
7’]T2 =Ty + Qflil — 1‘2?:2 + l’3i3 — $4i1i2 + ."L'5i1i3 — .’L'Gigig — l’7i1i2i3,

77T3 =Xy + .CI?ﬂl + l’gig — £L'3i3 + .’L'4i1i2 — .’L'5i1i3 — xﬁigig — l‘7i1i2i3. A

Proposition 1.2.9

Soit n € N* et considérons ’ensemble 1 de toutes les 2" compositions de conjugués
Tk oul <k <n (oninclut dans 1 lidentité to telle que n™ =n). L’ensemble t muni

de la composition forme un groupe commutatif.

DEMONSTRATION. La fermeture de l’ensemble I sur la composition est évidente par
définition de 1 et par les propriétés de la composition. De plus, on sait déja que la
composition de fonctions, dans ce cas-ci de conjugués, est associative. Le neutre est
évidemment l'identité 9. On déduit ensuite que tout conjugué est son propre inverse et
que la composition est commutative a partir des propriétés #ii) et iv) de la proposition
1.2.7. |
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Dans le méme ordre d’idée, Garant-Pelletier [12] a démontré que (f,o0) forme un
groupe isomorphe au groupe commutatif (Z3,+5). On définit Z5 comme l’ensemble
contenant tous les vecteurs a n composantes dans Z, = {0,1} tandis que 'opération
+5 représente 'addition modulo 2. Dans le cas particulier ott n = 2, (Z3,+5) est aussi

connu sous le nom de groupe de Klein.

Essentiellement, pour démontrer 'isomorphisme entre (f,0) et (Z%, +2), il suffit d’as-

socier chaque conjugué 7; a la k° composante. Par exemple, dans le cas bicomplexe, la

bijection
TO = (070)7
fi = (L,0);
f2 = (0,1);
frota = (1,1);

forme un isomorphisme entre le groupe des conjugués (I, o) et le groupe de Klein (Z2, +»).

1.3 Représentation idempotente

Comme suggéré a la proposition 1.2.1, il est possible d’exprimer tout nombre n-
complexe en fonction de 2" composantes réelles ou encore en fonction de 2% compo-
santes k-complexes. Malgré que la représentation en composantes réelles est plutét intui-
tive, la représentation idempotente est primordiale afin d’établir les fondements des fonc-
tions multicomplexes. Celle-ci est présentée dans plusieurs ouvrages (voir, par exemple,
[12, 30, 35]).
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Proposition 1.3.1

Soit k,1 € N* tels que k # | et considérons les deur nombres n-complezres

14 41y . 1 — a9
Vel = 9 el Vg = 5

Ces nombres possédent les propriétés suivantes :

w?,l = Yk, 72,1 =Tkt VeIVkg = Vrg et =0 €t e+ 775, =1

Lorsque n > 2, tout nombre n = ny + moi, € M(n), ot n1,m2 € M(n — 1), peut étre

écrit sous la forme

n= (771 - 7722.71,—1)711—1,77, + (771 + 7722.n—1)7n71,n‘

DEMONSTRATION. Les quatre propriétés mentionnées se démontrent directement par

calcul. Pour exprimer 7 en fonction de 7,,—1, et ¥,_; ,,, on procede ainsi :

1

N =n1+ Nl, = B (771 — Noln—1 + Min—1tn + N2lp + M1 + M2lpn—1 — Min—1%n + nzin>,

1 . . ) L
= *((771 - 772%—1)(1 + in_1in) + (771 + Noin-1)(1 — 1n—12n)),

2
) 142,10, ) 1— 4, 1%y
=(m — 772%—1)#1 + (m + nZZn—l)%7

= (M = M2ln-1)Yn-1n + (M + M20n—1)Tp_1.n- u

Remarque. Les nombres 7,1, et %,_;, seront fréquemment utilisés. Afin d’alléger la

notation, on écrira donc v, := Y1, €t 7y, :=7,_1,, c’est-a-dire avec un seul indice.

Remarque. 11 existe une riche théorie basée sur les éléments idempotents, c¢’est-a-dire les
éléments tels que 72 = . Ils permettent, par exemple, de décomposer une algébre en une
somme directe de sous-algebres indécomposables ou encore de classer les anneaux selon
diverses propriétés. Pour en apprendre davantage sur le sujet, le lecteur intéressé peut se

référer au livre de Hazewinkel, Gubareni et Kirichenko [16] ou encore celui de Lam [19].

Les deux premieres égalités de la proposition précédente indiquent que les nombres

Vi, €t Yy, sont idempotents, d’ou le nom de la représentation éponyme définie ci-dessous.
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Définition 1.3.2 — Représentation idempotente standard
Soit n = n1 + M2ty € M(n) ot my,me € M(n — 1) et n > 2. La représentation idempo-

tente, ou la forme idempotente, de n correspond a l'expression

N = (M — M2in-1)Yn + (M + M2ln_1)7,-

La représentation idempotente d’un nombre peut étre développée davantage. En
effet, tout nombre multicomplexe, qu’il soit n-complexe, (n — 1)-complexe, (n — 2)-
complexe, etc., a aussi une représentation idempotente. Ainsi, on peut écrire que, pour
tout n € M(n),

1= Ny, Vn + %ﬁm
= (n'ynfwn’)/nfl =+ %n_17n7n—1)7n + (77%71%771*1 + nﬁn_lﬁnin—l)ﬁ'm
= N1 V=1 T 105, i Yn—1Vn T Myn_17, In—1Vn + 15,19, Yn—1Tns

Afin d’obtenir une notation générale, on introduit les ensembles Si(n).

Définition 1.3.3 — Représentation idempotente généralisée
Soit n,k € N tels que 2 < k < n. On définit alors que les ensembles Si(n) de la

maniere suivante :

Sn—l(n) = {/Yn—l/%u VYn—1Vn> Vn—1Vns 771—1771};

Sk(n) = {fyk -y ‘ v E Skﬂ(n)} U {% -y ‘ v E Sk+1(n)} pour 2 < k < mn.

La représentation idempotente en coefficients (k — 1)-complexes d’'un nombre multi-

complexe n € M(n) est

n= 2. m
Y€ESk(n)
ou 7, € M(k — 1) pour tout v € Si(n). En particulier, la représentation idempotente
en coefficients (n—1)-complexes est la représentation idempotente standard introduite
a la définition 1.3.2.
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Remarque. De maniére équivalente, on aurait pu définir les ensembles Sy (n) comme suit :

Se(k) =, Vr}s
Sk(k+1) = {%%H, Vﬁkﬂﬁk%ﬂﬁﬁkﬂ} ;

Sk(n):{fy'fyn‘WeSk(n—l)}U{fy-ﬁn"yESk(n—l)} pour 2 < k <n. (1.2)

Exemple 1.3.4. Considérons un nombre tricomplexe n = n; + n9t3 € TC. Sa forme

idempotente standard est

n = (m — n2i2)y3 + (M1 + Maia)7s.

En posant 1, = z1+29i5 et 72 = 2342412, ol 2; € C, on peut trouver sa forme idempotente

en coefficients complexes :

(z1 + 2909 — (23 + 242'2)2'2)73 + (21 + 2909 + (23 + Z4i2)i2)73,
((21 + 24) + (22 — Zg)ig)")ﬁa + ((21 — 24) -+ (2’2 + 23)2'2)73,

(((2’1 +24) — (22 — 23)i1>’72 + ((Zl +24) + (22 — 23)i1>72)73

U]

+ (((21 — 24) — (2’2 + 23)i1>72 -+ ((21 — 2’4) + (22 + 23)i1)72)73,
= ((Zl + 24) = (22 — 23)i1)7273 + ((21 + 24) + (22 — 23)2'1)7273
+ ((Zl —24) — (22 + 23)@'1)7273 + ((21 —24) + (22 + Zs)il)%%- A

La multiplication de deux nombres sous leur forme idempotente est calculée terme
a terme, peu importe l'ordre des coefficients. Pour démontrer cette affirmation, on doit

d’abord remarquer quelques propriétés sur les ensembles Si(n).

Lemme 1.3.5. Soit n,k € N tels que 2 < k < n et considérons l’ensemble S(n) tel que
défini a la définition 1.3.3. Pour tout p,v € Sk(n), on a que

W= et v =0,

c’est-a-dire que tous les éléments sont idempotents et orthogonaux entre eux.

DEMONSTRATION. On sait que tous les éléments de Si(n) sont des produits d’éléments

7;j ou 7;, prenant donc la forme Y11 - - - Yn- Soit 1 € Sk(n) ayant cette forme. Pour tout
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facteur v; de p, on sait que 7]2 = 1, selon la proposition 1.3.1. Comme la multiplication

est commutative, on trouve que

1= (VeVr1 - - Vo) (VEVht1 - - V) = VaVias - - Vo = VeVl - - - Y = [

Considérons maintenant deux éléments p, v € Si(n) différents. On sait qu’il existe
au moins un indice j tel que le facteur v; est conjugué dans un nombre, mais pas dans
lautre (posons ft = YVeYet1---7j - - - Yn €6V = YiVeg1 - .- 7; - - - Tn Sa0s perte de généralité).
Comme ~;77; = 0 par la proposition 1.3.1, on obtient donc puv = 0. |

Proposition 1.3.6

Soit n,k € N tels que 2 < k < n et considérons deux nombres n,( € M(n) tels que

n= >, my e (= > (-

€S (n) vESk(n)

La multiplication den et ¢ sous leur représentation idempotente en coefficients d’ordre

k — 1 est obtenue en multipliant terme a terme, c’est-a-dire

n-(z( > nw)( > CW): > G

YESK(n) YESK(n) YESK(n)

En particulier, st n = ny + motn_1 et { = (4 + (olpn_1, alors

n-C= (<771 — N2in—1)(C1 — C2Z'n*1>>% + (<771 + i) (G F CQZ’”*l))%'

DEMONSTRATION. En effectuant le calcul & 1'aide de la distributivité, on trouve le ré-
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sultat directement du lemme 1.3.5 :

n-Cz( > mu)( > CVV>,
HESk(n) v€ESk(n)
= Z Z /r/H/CV/J’V7

RESK(n) vESK(n)

= Z WCMMQ + Z UMCV/“/’

WESk(n) uFV

- Z nﬂcuzu_’_ov
RESK(n)

= Z TGy Y- u
vESk(n)

La multiplication terme a terme permettra de déduire plusieurs résultats sur les
nombres multicomplexes. En effet, certaines propriétés des nombres n-complexes dé-
pendent souvent directement des propriétés de leurs composantes idempotentes (n — 1)-

complexes. Les notations suivantes s’avéreront donc utiles a maintes reprises.

Définition 1.3.7 — Produit M(n)-cartésien
Soit n € N tel que n > 2. Le produit M(n)-cartésien déterminé par X7, Xo € M(n—1)

est I’ensemble

X1 X, Xo={neM(n) | 1 =mYn + 0270, (m,1m2) € X1 X Xo}

ou X dénote le produit cartésien habituel.

Définition 1.3.8 — Différence d’ensembles M (n)-cartésiens
Soit A = Ay x,, Ay et B = By X, By. Alors

A\, B = (A1\B1) X, (A2\Bs).

ou \ dénote la différence d’ensemble habituelle.

A partir du produit M(n)-cartésien, on peut définir des types particuliers de disques
multicomplexes. Ceux-ci permettront plus loin de généraliser certaines notions connues

des fractales complexes.
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Définition 1.3.9 — Boule multicomplexe
Soit n € N. On note B, (¢,r) et B,({,r) les boules respectivement ouverte et fermée

centrées en ¢ € M(n) de rayon r > 0, c’est-a-dire

By(C,r) ={n €M(n): [In—Cll. <r} et Ba(¢,r)={neMn): |n—Cll. <r}.

La norme [|-||,, utilisée & la définition précédente correspond a la norme euclidienne

usuelle dans R?". Elle sera étudiée plus en détail & la section 1.5.

Définition 1.3.10 — M(n)-disque
Soit n € N ou n > 2. Le M(n)-disque ouvert de rayons ry et ro centré en ¢, ou

¢ = Gy Yn + (5, V> st Pensemble

Dy (¢, r1,7m2) = Br1(Cy,5 1) X, Bao1(G,572)-

De méme, le M(n)-disque fermé de rayons ry et ro centré en C est

ﬁn((7 1, Tg) = BTL*I(C’}/n? 7’1) X'yn anl(Can T2)'

De plus, si 7 = ry = 7, on note plutdt D, (¢, r) ou D, (¢,r) selon le cas.

1.4 Inversibilité d’un nombre multicomplexe

Comme mentionné a la section 1.1, tout nombre multicomplexe n’a pas forcément un
inverse. On présente ici quelques résultats permettant de déterminer si un nombre est

inversible ou non.

Proposition 1.4.1

Soit n = m + i, € M(n) ot ny,nme € M(n — 1) et n > 2. Le nombre n est inversible

881 1M1 — Maln—1 €t N1 + Notn_1 Sont inversibles. De plus, si n est inversible, alors

Nt = (m = N2in1) " + (1 + i) T,

DEMONSTRATION. Cette proposition découle directement de la multiplication terme &
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terme sous la forme idempotente. Posons u; = 1y — 28,1 €t us = 1y + 12iy,_1. Aussi, on
sait de la proposition 1.3.1 que 1 = ~,, +7,,. S'il existe un nombre ¢ = v17, + v27,, tel
que n-(¢ =1, alors

N-C=UV1Yn + UV, =Vn+7, << wv; =1cet uvy =1,

c’est-a-dire que v; et vy sont les inverses de u; et uy respectivement. Ainsi, n possede
un inverse ssi ses composantes idempotentes possedent aussi des inverses. On remarque

aussi que l'inverse de 7, lorsqu’il existe, est ™' = uy 'y, + uy 7, [ |

Corollaire 1.4.2
Soit n,k € N tels que 2 < k < n et considérons un nombre n € M(n) tel que

n= Z -

YESk(n)

Le nombre n est inversible ssin, est inversible Vy € Si(n). De plus, sin est inversible,

nh= )

YESk(n)

DEMONSTRATION. Pour démontrer que i est inversible ssi ses composantes idempotentes
(k — 1)-complexes le sont aussi, on procede par induction. Pour n = 2, le résultat est
vérifié par la proposition 1.4.1. Ensuite, supposons que le résultat est vrai pour n — 1 et

démontrons-le pour n.

Lorsque k = n, on sait déja que n € M(n) est inversible ssi ses composantes idempo-
tentes 7,, € M(n — 1) et 75 € M(n — 1) le sont aussi par la proposition 1.4.1. Dans le
cas ou k < m, on sait par hypothese d’induction que 7,, et 7y sont inversibles ssi leurs
composantes idempotentes d’ordre k—1 le sont aussi. Ainsi, en notant M(n)~! 'ensemble

des nombres n-complexes inversibles,

neM(n) ' en, eMmn—1)"etn, €M(n—1)" par la proposition 1.4.1,
&, € M(k—1)"" Vy € Si(n) par ’hypothese d’induction,

d’ou le résultat.
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De plus, dans le cas ou 7 est inversible, posons ¢ = 3> cg, (n) 75 Ly et vérifions que
n¢ = ¢n = 1. D’abord, on remarque que 1 = g (,)7. Effectivement, pour tout
n € M(n), on peut calculer a l'aide de la multiplication terme a terme démontrée a la

proposition 1.3.6 que

noy. 72(2 nw)(z 7)2 Yo o=,

YESk(n) Y€ESk(n) Y€ESk(n) Y€ESk(n)
c’est-a-dire que 3¢, () 7 €st le neutre sur la multiplication. En utilisant encore une fois

la multiplication terme a terme, on voit que

HCI( > 77w)( > mlv),
YESk(n) YESk(n)

= >
YESk(n)
= Z ’}/ = 1,
YESk(n)
dott ™! =3 g, m) 1 Y- u

Corollaire 1.4.3
Soitn € M(n) oun > 2. Le nombre n est inversible si et seulement si ses composantes

idempotentes complexes n, € C, ot v € Sy(n), sont non nulles Vy € Sy(n).

DEMONSTRATION. Comme le seul nombre complexe non inversible est 0, le résultat est

trouvé directement du corollaire 1.4.2. [ |

Bref, I'inversibilité d’un nombre multicomplexe dépend donc directement de ses com-
posantes idempotentes. Cette observation permet de caractériser tous les nombres non

inversibles, par exemple, lorsqu’on considere ’espace BC.

Proposition 1.4.4

Un nombre n € BC est non inversible si et seulement si il existe un nombre complexe
z € C tel que

n=2z% ou n=2z7,
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DEMONSTRATION. Posons 77 = 217, + 227, OU 21, 22 € C. Du corollaire 1.4.3, on sait que

1 est non inversible < z; = 0 ou 25 = 0,

&N = 297, 0U N = 217s. |

1.5 Norme multicomplexe

On peut définir récursivement la norme d’un nombre multicomplexe comme suit.

Proposition 1.5.1

Soit n € N* et n € M(n) tel que n = m + 1@y, 0 N1, 12 € M(n — 1). Lapplication

9l = llml2y + 720131,

ot ||-|lo correspond a la valeur absolue | - | définie sur R, est une norme, c’est-d-dire

que

7) lnlln =05

i) |nlln =0 n=0;
i) [|Anlln = [Alll7lln VA € R ;

||77 + C”n < ||77||n + ||<||n vn, ¢ € M(n).

~

(2%

)
)
)
)

DEMONSTRATION. On procede par induction. Lorsque n = 1, on voit que [|-||; est la
norme complexe usuelle, donc le résultat est évident. En supposant ensuite que ||-||,—1

est bel et bien une norme, on peut vérifier les quatre propriétés :

D) [1nlla = lm 21 + lml2-1 > 0.

i) |[nlln =0« n=0 car

Il = 0 & \/lIml2_s + [mel2_, =0,
<~ ||771H271 =0 et ||772||371 =0,
< m=0etn =0,
< n=0.
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iii) Pour tout A € R,

Il = 1|37 + Al
= Iy + )2,
= IARIml2 o+ APl
= A2y + [lml2 1,
= M17lla-

iv) Pour vérifier que || + (|ln < [|n]|n + [|¢][», on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz

qui stipule que, pour tout nombres réels a;, b; € R,

Pour tout n,¢ € M(n) ou n = m + nein et ( = ( + (oip, on trouve a partir de
I’hypothese d’induction que

In+ Iz = [10m + ¢) + (12 + G)inll2,
= [lm +Gllaoy + lme + Gl
< (Imlln-1 + G lln-1)* + (nelln-1 + G2 lln-1)*,
= I l2_y + 2l lln-aliGalln-a + 1G5
+ mall5- 1 + 2lm2lln-allCallnr + 1C2lI5- 1,
= Inll2 + 2 (mlln-alSalln-1 + lIm2lln-1l1Galln-1) + lIC]I2.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec k = 2, a; = ||n;||n—1 €t b; = ||{j||n-1,

on voit que

In+CI2 < Il + 2/ 12y + el NGy + G2y + 1ICI2,
= 112 + 2/l Il + €112,
— (Inlln + IC]1n)?,

d'ou [ + Clln < [nlln + I¢]ln- u

Il est aussi possible de calculer la norme d’'un nombre multicomplexe a partir de sa

forme canonique. Il suffit essentiellement d’utiliser la norme euclidienne usuelle.
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Proposition 1.5.2

Soit n,k € N tels que k < n et considérons n € M(n) tel que n = Z i ou
1€]Ik )

n € M(k). Alors,

Il =] > lmllz.

IEHk )

DEMONSTRATION. La proposition se démontre par induction sur n. Sin = k+1, on voit
que Ix(n) = L,_1(n) = {1,4,}. Ainsi, on peut écrire n = 1, + 1,4, et, par définition de

[l

Il = llml2o+ 2= [ S lmll2s

iEanl(’n)

Ensuite, en supposant que la proposition est vraie pour une certaine valeur n — 1, dé-
montrons qu’elle 'est aussi pour n. Si k = n — 1, le raisonnement ci-haut demeure valide.

Si k <n —1, alors on réécrit n sous la forme

= > niiZ( > nii)—f—( > niini) Un-
i€l (n) i€l (n—1) i€l (n—1)

Par définition de la norme et en utilisant I’hypothése d’induction, on arrive a calculer

que
2 2
17l = Ym0 DD madl
iE]Ik(n—l) n—1 ie]Ik(n—l) n—1
= > I+ D2 lmall
i€l (n—1) i€l (n—1)
Z ]I
iE]Ik(n)
On conclut donc que la proposition est vraie pour tout n, k € N tels que k < n. |

Exemple 1.5.3. Considérons un nombre tricomplexe n = w; + wsiz ou wy,wy € BC.

Posons également wy = 21 + 290y et wy = 23 + 2492 ou z; € C pour j € {1,2,3,4}. De
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plus, si z; = x9j_1 + 9,11 o z; € R, alors on peut exprimer 1 de plusieurs manieres :

1 = wy + Wwals,
=z + ZQiQ + Zgig + Z4i2i3,

= Ty + Tty + T3ly + Talilo + T5lg + Telils + Triols + Tglilals.

Ainsi, la proposition 1.5.2 permet de calculer la norme de 7 a partir de ces trois dernieres

représentations :

nlls = llwr |13 + [[wsI3,
= V1212 + [zal? + |z)? + |22,

8
= xJQ A
Jj=1

On peut aussi calculer la norme d’un nombre en utilisant sa représentation idempo-

tente.

Proposition 1.5.4

Soit un entier n > 2 et considérons n € M(n) tel que n = 1y, Y + 15, T, OU

n N

Nyns 15, € M(n — 1). Alors,

I A1 e [ [
17/l = : .

DEMONSTRATION. Ce résultat est démontré par Price [30]. Posons n = n; + ngi, ou

m = Z rioet My = Z yii.

iel(n—1) i€l(n—1)

Par la proposition 1.5.2; on voit donc que

ll2 = Iml2-y + lel2 = >0 (2 +97).

iel(n—1)

De plus, on sait que les coefficients 7,, et 7y peuvent étre écrits

My =T — M2ln—1 €6 75 =01+ Nalp_1.
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Alinsi,
77%1 = Z xll - Z yllln 1

i€l(n—1) i€l(n—1)

= ( Z x1i+ Z xiin_liinl) - ( Z y11+ Z Yiip— 1”71 1) lp— 1

i€l(n—2) i€l(n—2) i€l(n—2) i€l(n—2)

= Z i+ Z Tig,_q1lp-1 — Z Yilin_1 + Z Yiin_11,
i€l(n—2) iel(n—2) i€l(n—2) i€l(n—2)

= > ((371 + yiz’n_1> i+ (Zfiin_l - yi) iin—1> :
i€l(n—2)

De méme, on calcule que
Ny = Z zii + Z Yilip_ = Z ((% — yiz‘n,l) i+ (%in,l + yi) iin—1) .
i€l(n—1) i€l(n—1) iel(n—2)

Par conséquent, en utilisant la proposition 1.5.2, on obtient que

(AR (N D DI (ORI R T

i€l(n—2)
2 2
+ Y ((Il — yiin,l) + (Iiin,l + yi) ) ;
i€l(n—2)
> (xi + 285Ysi, T Y,y O, — 250, Y T yf)
i€l(n—2)
_'_ Z (:C12 - 2xiyiin71 + y?in_l + xiQ’in_1 _'_ 2xiin71yi + y12) )
i€l(n—2)

—2 Y (aRead uRud )
iel(n—2)

=2 > (x12+y12)

i€l(n—1)
= 2|Inll5,

d’ou le résultat. [ |

Corollaire 1.5.5

Soit n,k € N tels que 2 < k < n et considérons n € M(n) tel que n = Z NyY oU
¥€ESk(n)
ny € M(k —1). Alors,

> lmliia

[T R A——
Min = In—k+1
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DEMONSTRATION. La preuve se fait par induction sur n. Lorsque n = 2, on a que
k =n = 2 et le résultat est vérifié par la proposition 1.5.4. Ensuite, supposons que la
proposition est vérifiée pour n — 1.

e Si k = n, le résultat est démontré par la proposition 1.5.4.

e Considérons le cas ou 2 < k < n — 1. Tout nombre n € M(n) peut étre exprimé

sous la forme

n= Z Y = Z (777-%7 "t Ny, 771) )

€Sk (n) Y€Sk(n—1)
= ( > 777-%7) Yn T+ ( ) 777-%7) Vn-
~ESH(n—1) ~ESK(n—1)

On peut se convaincre de cette affirmation en utilisant 1’équation 1.2 qui suit la
définition 1.3.3. Autrement dit, les composantes 7, , 75, € M(n — 1) s’écrivent
My = Z Myyn™ et ", = Z My,
~vESk(n—1) vESk(n—1)
On constate donc par I’hypothese d’induction que

1 1
[ P Yo elin et sl = T Yo i
YESk(n—1) YESk(n—1)

Ainsi, on déduit que

par la proposition
1.5.4,

par hypothese

1
Il = 5 (ol + s, 1)

1
ZQ”—W( Yoo el > ||'f]wn||z1)
)

) .
~ES) (n—1) YESk(n—1 d’induction,

1 / .
~ on—k+1 > llmllis par Iéquation 1.2,
’YESk(n)

d’ou le résultat voulu dans le casou 2 < k <n — 1.

On conclut donc que la proposition est vraie pour tout entier n > 2. |

Corollaire 1.5.6

Soit un entier n > 2 et considérons n € M(n) tel quen = > 2,7 ot z, € C.
YES2(n)

Alors,

PORNFEME

’YESQ(n)

Il =y =2
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DEMONSTRATION. Le résultat s’obtient directement du corollaire 1.5.5 dans le cas ol
k=2. [ |

Exemple 1.5.7. Considérons un nombre tricomplexe n = 1, + 1903 € TC. Posons égale-
ment 7y = 21 + 220s €t N2 = 23 + 2402 o 2z; € C pour j € {1,2,3,4}. On a déja calculé a

I’exemple 1.3.4 que

n = (m — naia)ys + (M + M2i2)7s,
= ((Zl +24) — (22 — 23)i1)7273 + ((21 + 24) + (22 — 23)2'1)7273
+ ((21 — )= (2+ 23)i1)7273 + ((21 — )+ (2 + 23)1'1)7273-

Ainsi, d’apres la proposition 1.5.4, la norme de 7 est

o N = madall3 + I + m2ialf3
Inll3 = ,

2
Gt z) = (22— z)i [P 4 (21 4 20) + (22 — 2)ia |
4
‘(21 — 24) — (ZQ + 23)7;1’2 + |(21 — 24) + (ZQ + 23)i1|2
+ 1 . A

Le dernier corollaire permet de voir que la norme d’un nombre multicomplexe peut
étre obtenue a partir de ses composantes idempotentes complexes. Cet outil s’avérera

trés utile, par exemple, lors de calculs de distances dans les prochains chapitres.

Par ailleurs, la formule de la norme démontrée a la proposition 1.5.4 permet de

généraliser un lien intéressant de Price entre les boules B, ((,r) et les M(n)-disques
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Proposition 1.5.8

Soit un entier n > 2. Pour ¢ € M(n) et r1,r3 > 0,

Bn (C? \Z%) g Dn(Car17r2) g Bn(C>R);

i (c, ﬂ) C Da(Corurs) C BalC, ).

2.2
ri+r;
2

(e
B, (c, ﬂ) C D7) € BalGor).

ot ro = min{ry,m} et R = . En particulier, siry =19 =1,

N

/. . . 2 2 7/’ .
DEMONSTRATION. Soit 71,79 > 0, 79 = min{ry,m} et R =4/ % et vérifions les deux
inclusions strictes B, (C, %) C D,(¢,r1,7r2) et Dyu(C,11,72) S Bu(¢, R).

— D’abord, vérifions que tout n € B, (C , %) est aussi dans D,,((, r1,72). Par définition

de B, on sait que ||[n—C(||, < % Aussi, comme 7 —C = (1, —Cy, )Y+ (15, =G, ) Tns
on sait de la proposition 1.5.4 que

n— cll = Wn = Gulla + 15, = Gullis _ 1o
n 2 \/57

& Iy, = Gullns + s, = G-y <o

En particulier, on a donc que |19, — (. |ln-1 <70 <r1et ||y, — G, [ln-1 < 70 < 72
Ainsi, on a que 1, € B,_1(¢y,,7m1) et 15, € Bo_1(G,,r2), dout n € Dy((,r1,72)
par définition d'un M(n)-disque.

On peut aisément s’assurer que I'inclusion est stricte en vérifiant que, en particulier,
n = (+priyn+pra7y,, ou % < p < 1,est dans D, (¢, r1,72) sans étre dans B, ((, %)
Effectivement, comme p < 1, on voit que pry < ry et pro < ry, d’oun € D,((,r1, ).

Aussi, comme 11 > 1, 19 > 1 €t p > %, on a de la proposition 1.5.4 que

2 2 2 2
_ n= n nlln = Z — > —,
17 = Clln = pllr1ym + ro7,ll P\/T P 5 pro NG

ot ¢ Bu(C, ).
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— Supposons maintenant que n € D,((,ry, 7o) et vérifions que n € B,((, R). Par
définition d'un M(n)-disque, on sait que |[n,, =y, [ln—1 <71 €t |15, =G5, [ln-1 < T2
Ainsi, de la proposition 1.5.4,

In = Clln = \/”’7% Gl + I, = Gl ¢—2w x

d'oun € B,(¢, R).
On peut ensuite s’assurer que D,,((,r1,r2) # B,((, R) en vérifiant que u = (+pR,
et v = C+ pRY,, ou 1 < p < /2, sont dans B, (¢, R), mais u ¢ D, (C,r1,77) si

ro > 11 et v & Dy((,r,m9) si rp > ro. En effet, de la proposition 1.5.4, comme

p <2,

R2+O_@<
2 V2

De méme, ||v — (||, < R, d’ou p,v € B,((, R). De plus, puisque p > 1, dans le cas

r? 4 r3 r? 4 r?
pR=p\| == Zp\[ =5 =pr>7

Comme pR > 11, on déduit que p = ¢ + pRy, ¢ D,((,r1,72) lorsque 5 > r1. De

R.

e —Clln = pllRyn + 07, |ln = p

ou T2 ZTl,

méme, on pourrait vérifier que si ry > ry, alors pR > 1o, d’out v & D, ((,11,72).

Pour démontrer que B,, (C , %) C D,(¢,71,7m2) € B,(¢, R), on procéderait de maniere
semblable : la preuve est donc omise. De plus, la deuxieme partie de la proposition
se démontre directement en posant r; = ro = r puisque, dans ce cas, on calcule que

ro=R=r. [ |

1.6 Propriétés des espaces multicomplexes

Pour tout n, k € N tels que k < n, il est possible de démontrer que M(n), M(n — 1),

—k . , . . N
., M(k)*", ... sont isométriquement isomorphes, ol

M (k)" = M(k) x M(k) x - - x M(k).

2n—Fk fois

Pour arriver a ce résultat, il faut définir une addition, une multiplication par un scalaire,
une multiplication interne et une norme sur Mi(k)?" " de maniére a pouvoir ensuite établir

un isomorphisme isométrique entre M(n) et M(k)%" "



1.6. PROPRIETES DES ESPACES MULTICOMPLEXES 33

D’abord, introduisons la notation suivante. Pour n € N et k € N tels que k& < n, tout

élément € M(k)*"" peut étre noté

2nk

= (n])j 1= (771777277737"'a772"—k)

ou n; € M(k). A Daide de cette écriture, on peut plus facilement définir les opérations

, . —k
nécessaires sur M(k)*" " :

i) A(ﬁg)fn 1k ()‘77])2n "Wie R;
i) (773)32n1’C + (Q)TL ' = (n; + Cj)ii_lk ;

iii) si k = n — 1, la multiplication est simplement

(m,12)(C1, C2) = (G — Mama, MG + 1261);

si0<k<mn-—1,alors

(773 )?n 1k (CJ)TL ' (Wj)ii_lk

ou wj est tel que

on— k—1 on— k-1 2n—k—1

(M2j—1 + 772]Zk+1) (Coj1 + C2ﬂk+1) = (woj_1 + w2jik+1)j:1 ;

on—k

> lmsliz-
j=1

Parmi ces opérations, on remarque que la multiplication est définie récursivement, ce

i) ()35 1 =

qui rend son utilisation moins pratique. On illustre donc la multiplication dans un cas

particulier par I'exemple suivant.

Exemple 1.6.1. Posons 7, € BC = M(2) tels que

1N =1 + Nole = T1 + Xaly + T3io + T4lyi,

¢ = (1 + Gota = y1 + Yait + Y3la + Yairla.

Les représentations de n et ¢ dans C* = M(1)? sont donc (11, 12) et (1, (2) respectivement.

Comme on est dans le cas oit k = 1 = n — 1, la multiplication dans C? est

(n1,m2)(C1, C2) = (MG — 122, MG + 12G1)-
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Ensuite, on peut calculer la multiplication dans R* = M(0)*. Pour calculer le produit
(21, 22, 3,24) (Y1, Y2, Y3, Y1), comme on est ici dans le cas on k = 0 < n — 1, on doit

d’abord effectuer la multiplication suivante :

(1 + @21, T3 + Ta11) (Y1 + Y2in, Y3 + yain) = (m,m2) (G, G,
= (M — mC2, mG + 7261),
= ((Ilyl — TaYa — T3Y3 + TaYa)
+ (T1Y2 + Tayr — T3Ya — TayY3)in,
(21y3 — Tays + T3y — TaYo)
+ (T1ys + 22ys + 312 + I4y1)i1).

On en déduit que le produit dans R* est

(01, 02, 03, 24) (Y1, Y2, Y3, Ya) = (2191 — Ty — Tays + Tav,
T1Y2 + TaY1 — T3Ys — Tal3,
T1Ys — T2Ya + T3Y1 — Tal2,
T1Ys + T2Y3 + T3Y2 + x4y1).

On peut vérifier que ces multiplications dans C? et R* concordent avec la multiplication

dans BC puisque

NG = (MG — 1m2G2) + (MG + M)z,
= T1Y1 — T2Y2 — T3Y3 + TaYu,
+ (21Y2 + Tayr — T3Ya — TayY3)in,
+ (1Y — Tays + T3Y1 — TaYa)ia,
+ (T1Ya + T2y3 + T3Y2 + Tay1 )iria. A
Lemme 1.6.2. Soit n € N* et k = n—1 et considérons l'ensemble M(k)?"™" = M(n—1)2

muni des opérations définies précédemment. Alors, M(n) et M(n — 1)? sont isométrique-

ment isomorphes.

DEMONSTRATION. Lorsque k = n — 1, les opérations sur M(k)wk deviennent
i) A, n2) = (A, M) VA € R
i) (m,m2) + (G, C2) = (m + Gme + 1)
i) (m,m2)(Cr, G) = (MG — m2mz, mG +1261) 5
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) [[0m,m)ll = IRy + a2
Considérons la bijection f : M(n) — M(n — 1)? telle que f(n1 +12in) = (71, 72). A partir
de la définition des opérations sur M(n) a la section 1.1, on voit clairement que f est un
isomorphisme. De plus, par définition de la norme multicomplexe, on calcule directement

que f est aussi une isométrie. |

Lemme 1.6.3. Soit deux applications f : 1 — FEs et g : Fo — E3 ou Fy, Ey et E3 sont

des algebres.
i) Si f et g sont des isomorphismes, go [ est aussi un isomorphisme.

i1) Si f et g sont des isométries, go f est aussi une isométrie.

DEMONSTRATION. Si f et g sont des isomorphismes, on vérifie facilement que g o f en

est un aussi [6]. Par ailleurs, s’ils sont des isométries, on voit que, pour tout = € Ej,

(g o N @) = llg (FEDIl = I @) =[],

d’olt g o f est aussi une isométrie. |

Proposition 1.6.4

Posons n,k € N tels que k < n et considérons l’ensemble M(k‘)Qnik muni des opé-
rations définies précédemment. Alors, M(n) et M(k)2"™" sont isométriquement iso-

morphes.

DEMONSTRATION. Soit Papplication f, : M(k +1)%""" — M(k)?"" telle que

on—k—1
=1

Vi = (772j—1 + 772jik+1) = (M + M2lkt1, M3 + Nalkg1s ooy Man—rk_1 + Non—kljpi1),

n—k
Fuk(p) = 03)720 = (102,35 ooy Mans).

En démontrant que f,; est un isomorphisme isométrique pour tout n,k € N tels que
k < n, on pourra en déduire, par composition successive de ’application, que les algebres
M(n), M(n —1)2, M(n —2)*, ..., M(k)?" " sont toutes isométriquement isomorphes entre

elles. Etudions donc la bijection fok
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Au lemme 1.6.2, on a déja démontré que f, ; est un isomorphisme isométrique pour
tout n € N* dans le cas ou kK = n — 1. Il ne reste donc qu’a vérifier les quatre propriétés

d’un isomorphisme isométrique lorsque k < n — 1. Pour ce faire, posons

po= (ot + mojinen)ty et v =Gyt + Gpik) i
= farlw) = ()75 et faa(v) = (G
i) Pour A € Ret p e M(k)>" ",
AMnk(p) = A(n; 32-:1]6,
= ()2

= fnk (()\7723'71 + )‘772jik+1)32‘i_1k_1) ;

= fuk ()\(Uzj—l + Uzﬂkﬂ)?:kil) ;
= fur(Ap).

i) Pour tout p,v € M(k)*" ",

n

. —k—1 . n—k—1
Fur(+v) = fuk (Ojms 4 mogine)’y 4 Qo1 + Gine) T ),

= fot (((Thjl + Goj-1) + (125 + <2j)ik+1)2n_k_l> ,

j=1
on—k
= (77j + gj)j:l )
on—k on—k

= (m)j:1 + (Cj)j:1 )
= Jur (1) + fur ().
i19) Par définition de la multiplication sur M(k + 1)

trouve directement que f, (1) fr (V) = for(pr).

De ces trois dernieres propriétés, on déduit que f,; est un isomorphisme. Il reste a

n—k—1 N
2 dans le cas ou k < n —1, on

démontrer que I'application f,, ; conserve la norme pour conclure qu’elle est isométrique.

2n—k—1

iv) Pour tout u € M(k) ,

on—k

| fak()l = | D lIn;ll2 définition de la norme dans M(k)?" ",
=1

on—k—1

= | D Um2j=ll? + llm5l12)

Jj=1

séparation de la somme selon la parité

des indices,

on—k—1

= i1 + Maitprt|l? définition de la norme (k + 1)-complexe
Z ||773 M25 v+ ||k;+1 p )

j=1

= ||| définition de ||| sur Mi(k +1)>"" .
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L’application f,  est donc un isomorphisme isométrique pour tout n, k € N tels que
k < n. Ainsi, Iapplication F, ; : Mi(n) — M(k)*"" telle que
Fn,k = fn,k o fn,k—l—l o fn,k+2 ©:-+0 fn,n—l

est aussi un isomorphisme isométrique par le lemme 1.6.3. Comme il existe un iso-
morphisme isométrique F,, j, entre M(n) et M(k)*" ", on en conclut donc que M(n) et

M(k‘)ank sont isométriquement isomorphes pour tous n, k € N tels que k < n. |

L’exemple suivant permet de mieux visualiser les isomorphismes présentées dans la

démonstration précédente.
Exemple 1.6.5. Posons n € TC tel que
N =1+ Nats,
= 21 + 2902 + 2303 + 241213,
= Ty + Tol1 + X3l + T4l1lo + Txiz + Tgl1ls + Triols + Tgliials.
Alors, les fonctions fs2, f31, f3,0 telles que définies a la démonstration de la proposition
1.6.4 sont
fs2(n) = (m,m2);
f3,1((7ha772)) = (21,22, 23, 24);
Fao((

On peut donc établir un isomorphisme isométrique entre TC et R® & partir de la com-

21y 22, %3, Z4>) - (Ila L2, T3, T4, X5,Te, L7, "E8)'

position

F3,0(77) = (fs,o o f3,1 o f3,2)(77) = ($1,$2,$3,$4,9E5,9€6,$7,$8)- A

La proposition 1.6.4 permet donc de voir que les opérations multicomplexes peuvent
étre réécrites, en particulier, comme des opérations dans M (0)*" = R?". Ce constat s’avere
tres utile pour programmer ’addition et la multiplication de nombres multicomplexes a

partir de leurs composantes réelles.

Par ailleurs, la proposition 1.6.4 permet de vérifier, d’'une deuxieme maniere, la pro-

nlln = [ > Il
iE]Ik(n)

position 1.5.2, qui stipule que
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En effet, comme M(n) et M(k)2"™" sont isométriques, le résultat est direct. De manidre
semblable, on peut déduire que 'espace des nombres multicomplexes est un espace de

Banach.

Lemme 1.6.6. Soit deux espaces vectoriels normés isométriquement isomorphes E et

E5. Alors, Ey est un espace de Banach ssi Ey en est un aussi.

DEMONSTRATION. Notons |- | et |- |2 les normes sur E; et Ey respectivement. Comme
les deux espaces sont isométriquement isomorphes, on sait qu’il existe un isomorphisme

f: E1 — Ej telle que | f(x)|s = |z|; pour tout x € Ej.

=) Supposons que FE; est un espace de Banach. De plus, considérons une suite de

Cauchy {y,}5o_, C Es, c’est-a-dire que, pour tout € > 0
AN eN:m,n>N=|yn — Y2 < e.

Comme f est une bijection, on sait qu’il existe une suite {z,,}>°_; C F; telle que

f(zm) = ym- Cette suite est aussi de Cauchy car

[2m = @nly = [f(@m = 2n)l2 = |f(@m) = F(2n)l2 = |ym = yal2 <€

en posant m,n > N. Comme F; est un espace de Banach, on sait que cette suite
converge vers un élément x € E1, et donc pour tout € > 0, il existe un Ny € N tel

que
Ty — Tl <€ Vm > Ny.
Alinsi,
ym — ()2 = [f(zm) = f(@)l2 = [f(2m — 2)|2 = |2m — 21 <€ Vm = No.

Par conséquent, la suite {y,,}5°_; converge nécessairement vers f(z) € Es, ce qui

démontre que F5 est complet, c¢’est-a-dire un espace de Banach.

<) L’implication inverse se démontre de maniére semblable en utilisant la bijection

f_1~ [ |

Proposition 1.6.7

Pour tout n € N, l'ensemble M(n) muni de l'addition, de la multiplication par un

scalaire et de la norme n-complexe forme un espace de Banach.
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DEMONSTRATION. Comme I'espace vectoriel M(n) est isométriquement isomorphe a ’es-
pace de Banach R?" (proposition 1.6.4 dans le cas ott k = 0), on déduit du lemme 1.6.6

que M(n) est aussi un espace de Banach. |

L’espace vectoriel M(n) est donc un espace de Banach. Cependant, on ne peut pas
affirmer que M(n) est une algebre de Banach. En effet, pour en étre une, il faudrait que,

pour tout 7, € M(n),

¢l < AlnllnlICln,
ce qui ne peut pas étre vérifié.
Soit n € N*. Pour tout n,{ € M(n), on a
€Il < V27 [nllalI -

De plus, V271 est le plus petit coefficient vérifiant l’inégalité.

DEMONSTRATION. Ce résultat a été démontré dans le cas ot n = 2 par Martineau [21]

et dans le cas ou n = 3 par Parisé [26].

Pour vérifier la premiere affirmation dans le cas général, on procede par induction.
Pour n = 1, on sait déja que |z123| < |z1]|22] pour tout 21, 2 € C. Ainsi, supposons que
laBln-1 < V2"72||al|n-1]|B]|n-1 pour tout «, 5 € M(n — 1) et démontrons que 1'énoncé

demeure vrai pour M(n).

En posant n =y + 12ty et ¢ = (3 + (2%p, on calcule donc que

[¢]ln = 1(m + nain)Clln,
= || ¢ + n2Cin]|n,
< lmclln + In2Cinlln,
= [Im¢ + mGinlln + [|m2Gin — 720,

= ImGl2y + ImGlzy + Vw2, + el
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En utilisant 'hypothese d’induction, on voit que

1€lln < V252 22y G lI2—y + 2722y | G2y
/202 2 Gy + 202 a2y a2,

= V22 m 2o (112 1GelBos) + 22l (G2 + IGl2-0),
= V22 flaa € + V2Rl - [

= ZH_Q(HnIHn—1'+’Hn2Hn—1>HCH”'

Par ailleurs, on sait que

0 < (Imlln-1 = llmlla-1),
= 0 < [Imll5-1 = 2lmln-slnzlla- + n2lla-s,
= 2llmllnllmelln < Imlla_y + lInellnzys
= mlla—s + 2lmlla-alnelln- + lIn2llh_y < 2lmlh_y +2[n2ll5-1,
= (Imlln-1 + Imlla-1)® < 2 (Iml2_s + Imell21)
= mlln-1 + Im2lln-1 < V2[7l[n-

Par conséquent,

1€ < V2022 ([[mlln1 + [12lln-1) 1]l < V22 HnllalCln-

On obtient donc le résultat voulu.

Pour ce qui est de la deuxieme affirmation de la proposition, ¢’est-a-dire que v/27~! est
optimal, il suffit de vérifier qu’il existe au moins un n € M(n) tel que ||p?|, = vV2"~1||n||2.

Posons 17 = v € S(n). A titre d’exemple, on pourrait supposer que

Y =Y2Y3 - Vn-

Par le lemme 1.3.5, on sait que 72 = ~. De plus, en utilisant le corollaire 1.5.6, on voit

que

1
2n—1

7l =

Ainsi,

1 1
720 = Il =\ 5y = V2T oy = VT2,

Le coefficient v/2"~1 est donc optimal. |
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La proposition 1.6.8 permet donc de voir que 1'algebre C forme une algebre de Banach,

mais que ce n’est pas le cas pour les algebres multicomplexes en général.

1.7 Fonctions multicomplexes

Il est possible d’étendre les concepts d’holomorphie et de différentiabilité aux espaces
multicomplexes. Ce faisant, on arrive non seulement a généraliser ces concepts fondamen-

taux, mais aussi a généraliser les fonctions réelles et complexes couramment utilisées.

Cependant, pour bien définir la différentiabilité multicomplexe, il faut prendre en

considération le fait que tout nombre multicomplexe n’est pas nécessairement inversible
(30, 34].

Définition 1.7.1 — Différentiabilité multicomplexe
Soit une fonction f : U — M(n) ou U C M(n) est ouvert. Pour ¢ € U, on dit que f

est dérivable en ( si la limite

R (/) R (S -1
J(€) = (}i_v)né)n_c = (}i%(f(n) — () —¢)

existe en considérant seulement les nombres n € U tels que (n — ¢) € M(n)™!. La
limite f'(C) est alors la dérivée de f en (.

Définition 1.7.2 — Holomorphie multicomplexe

Soit une fonction f : U — M(n) o U C M(n) est ouvert. Si f est dérivable pour
tout point d'un ensemble ouvert contenant ¢ € U, on dit alors qu’elle est holomorphe
en (. En particulier, si f est dérivable en tout point de son domaine ouvert U, alors

f est holomorphe sur U.

Par ailleurs, on sait que 'holomorphie complexe est intimement liée au concept de

séries de puissances, d’ou le concept d’analyticité de fonctions.
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Définition 1.7.3 — analyticité multicomplexe
Soit une fonction f : U — M(n) ou U C M(n) est ouvert. Pour ¢ € U, on dit que f

est analytique en ( s'il existe des coeflicients o; € M(n) tels que
Q) =2 as(n—=cy
j=0

pour tout 1 dans un certain voisinage B, (¢, r) de .

On peut démontrer qu'une fonction complexe est holomorphe sur un certain domaine
si et seulement si elle possede un développement en série de puissances en tout point de
ce domaine. Un résultat analogue existe pour les fonctions multicomplexes. Pour arriver a
le démontrer, on va étudier les composantes idempotentes des fonctions multicomplexes.

Toutefois, certaines notions préliminaires doivent d’abord étre étudiées.

Lemme 1.7.4. Soit a;,n,( € M(n) pour tout j € N*. La série de puissances
> a;(n—¢)
§=0
converge sur une boule B, ((,rg), ot r > 0, ssi les séries
Z @y (1 = G )’ et Z %5, (m5, — G, ),
=0 §=0

0l Oj = Oy, Yo+ Q5 Ty, convergent sur des boules By, _1((y,,7m1) et By_1(G5, ,72) Tespec-

tivement ot 71,79 > 0. De plus, lorsqu’on a convergence, [’égalité suivante est vérifiée :

Z &) (n - < Z Ay, 77% C%)j% + Z Q7. (%n — Cﬁn)jﬁn-

=0
DEMONSTRATION. D’abord, posons que

P(m)=3"a;(n—¢),

Ms

I
=)

J

P, (m)= Z Wy (M — Cvn)j>
=0

Z i, (05, = G,)-
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En utilisant la multiplication terme a terme, on peut calculer que

=)

m

P(m) = Y- (05,7 + 055, 70) (1, = G)n + (5, = G5, 77

<
I
=)

-

(Oéjﬂ’nryn + a]ﬁnin) ((77% - C’Yn )J/yn —I— (Tﬁn - Cﬁn)]i’n) )

<.
Il
=)

-

(@0 (1 = GV 0 + i3, (05, = G, V) -

<.
Il
o

W My = G + Y 5. (05, — G5,V Vs
§=0

-

<.
Il
=)

P’yn (m)Vn + Pﬁn<m>7n'

Supposons que P(m) — L € M(n) lorsque m — oo pour tout n € B,((,r) ou
r > 0. De plus, posons que L = L., v, + Ly, 7,. Alors, de la proposition 1.5.4, on

sait que

||l (m) B L’Y ||$L—1 ||l v <m> B LV H721—1
P _ L n n n n n . 13
[P (m) In = \/ 9 (1.3)
Comme P(m) — L, on sait que ||[P(m) — L||,, = 0. Ainsi, ||P,, (m) — L., |/, — 0 et

| Py, (m) — Ly ||, — 0. On en déduit donc que
P, (m)— L, €M(n—-1) et Py (m) = Ly, € M(n —1)

pour tout n € B, (¢, r). Comme D, (¢,r) C B,((,r) de la proposition 1.5.8, c’est
aussi vrai pour tout € D, (¢, ) et, par conséquent, les deux sommations P, (m) et
Py (m) convergent pour tout 1, € B,_1((y,,7) et 75, € Bn_1(,,r) par définition
de D, (¢, 7).

Supposons maintenant que P, (m) — L,, € M(n—1) et Py (m) = Ly € M(n—1)
sur des boules B,_1((y,,71) et By_1((5,,72). Alors, en posant L = L., v, + Lz 7,,
on voit de I’équation 1.3 que

L= lim ¢ [Py () = Lo I3y + 1P5, (m) — L, 12
" m—00 2

=0.

lim ||P(m)

m—0o0

On déduit donc que P(m) — L € M(n) pour tout n,, € B,_1({,,,71) et pour
tout 75 € B,_1((5,,72). De maniere équivalente, par définition d'un M(n)-disque,
P(m) converge pour tout n € D,((,r1,r2). De plus, de la proposition 1.5.8, on
sait que B, (C, %) C D,(¢,r1,7r2) oU 1o = min{ry,ro}. Ainsi, P(m) converge en
particulier sur la boule B, (C , %) |
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Malgré que les propositions suivantes pourraient étre démontrées dans le cas général
ou U C M(n) est ouvert [30], on va supposer pour le reste de la section que U est un
ensemble M(n)-cartésien, c’est-a-dire que U = U; X, Uy ou Uy, Uy € M(n — 1) sont
ouverts. Cette hypothese permettra d’alléger les démonstrations et les résultats ainsi
obtenus seront suffisants pour généraliser les fonctions réelles et complexes aux espaces

multicomplexes.

Proposition 1.7.5

Considérons deuz fonctions analytiques f,, : Uy — M(n —1) et f5 : Uy — M(n —1)
ot Uy, Uy C M(n —1) sont deuz ensembles ouverts. Alors, la fonction f: U — M(n),
o U = Uy X, Uy, telle que f(¢) = f+,(¢, ) + f5, (G5, )Tn est analytique.

DEMONSTRATION. Posons ¢ € U = U; X, Us. Alors, ¢ = ¢, v + (5,7, 0ou ¢, € Uy et
Gy, € Uy. Comme f, et fy sont analytiques, on sait qu’il existe des séries de puissances

convergentes pour tout 7,, € By_1((y,,71) et 175 € Bn_1((5,,r2) telles que

f(C) S (C%)%L + fvn Cwn Z (aJ M — C%>j7n + 6](77771 - Cﬁnyin) .

En utilisant la multiplication terme a terme, on calcule que

o0

=3 (@ + B57) (01 = GV + (05, = G5,Y70) = Z (v + Bi7n) (0 =)

Du lemme 1.7.4, on voit que cette derniére série est convergente sur une boule B,,((, o).

Ainsi, on conclut que la fonction f est analytique. |

Proposition 1.7.6

Soit une fonction analytique f : U — M(n) ou U = Uy Xx,, Uy et les en-
sembles Uy, Uy C M(n — 1) sont ouverts. Alors, il existe deux fonctions analytiques

fyn 1 U = M(n—1) et f5 : Uy — M(n — 1) telles que

f(Q) = fon (g’yn)'?’n + f% (C%)Wn
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DEMONSTRATION. Comme f est analytique, on sait que, pour ¢ € U,
F(QO) = aj(n—¢y
j=0

pour tout 7 dans un certain voisinage B, ({, 7o) de (. En utilisant la multiplication terme

a terme et en posant a; = 4, Vn + @7, 7,, O VOIt que

f(C) = Z(aj,“rn/yn + Oéjﬁnﬁrﬂ ((77% - CWn)erTL + (T}’»}% - Cﬁnyin) )
7=0

Oy, (77% - Cvn)j'yn + Z 55, (777" - Cﬁn)jﬁn'
0 §=0

hE

<.
Il

Du lemme 1.7.4, on sait que ces deux derniéres sommations sont convergentes pour
tout 1y, € Bn_1(¢y,,71) et 1y, € By_1((5,,72). Elles représentent donc deux fonctions
analytiques f,, : Uy = M(n — 1) et f5 : Uy — M(n — 1), d’ott le résultat. |

Ainsi, on voit de la proposition 1.7.5 qu’on peut déterminer si une fonction f est ana-
lytique a partir de ses composantes idempotentes. Réciproquement, la proposition 1.7.6
nous assure que toute fonction analytique a des composantes idempotentes analytiques.

On peut trouver des résultats semblables par rapport a 'holomorphie de fonctions.

Proposition 1.7.7

Considérons deux fonctions holomorphes f,, : Uy — M(n—1) et f5 : Uy = M(n—1)
ot Uy, Uy € M(n—1) sont deux ensembles ouverts. Alors, la fonction f : U — M(n),
ou U = Uy x,, Uy, telle que f(C) = f+,(¢) v + f5, (G, )T est holomorphe.

DEMONSTRATION. Si f,, et f5 sont holomorphes, alors pour tout nombres 7,,, ¢, € U

et 1y, ,G, € Us tels que n,, — C,, et 75 — (5, sont inversibles, les limites

f;n(C%) — lim f%(ﬁ%) - f'Yn(C’Yn) ot f%n(@n) — lim fﬁn(%n) — fﬁn(Cﬁn)

T T = Gy oG T, — G,
(inv.) (inv.)

existent. De plus, on remarque que

lim Jon (77%) - f’yn(C'yn) — lim f'm(”%) - f'm(CVn)

n—¢ T = G T =G M = Gyn
(1nv.) (inv,)

= f;n (C%)
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De méme,

(inv.) (inv.)

= f2 (G,)-

Par ailleurs, comme 7,, — (,, et 75— (5, sont inversibles, on sait que 7 — ¢ est aussi

inversible par la proposition 1.4.1 et on peut calculer que

fo) = 1) (B = Q)+ (f5,00) = f5,(O))7,

7—C (= G )+ (05, = G )70
_ fvn(n) - f%(o Yo + an(n) _ fj”(o -
Ny — Cym %, — G5,

Ainsi, on déduit que f est différentiable en ( car

(1) = £5.(C) f5.(n) — f5,(C) _ ) o N
,r]vn _ g’}’n fyn + 77“771 . C?n 771 - f'yn (£7n)7n + fﬁn (Cvn)fyn

) = i (£

Proposition 1.7.8

Soit une fonction holomorphe f : U — M(n) ot U = Uy X, Uy et les en-
sembles Uy, Uy C M(n — 1) sont ouverts. Alors, il existe deux fonctions holomorphes
o : U = M(n—1) et f5 : Uy = M(n — 1) telles que

f(¢) = Jom (C%)Wn + f% (Cﬁn)ﬁn-

DEMONSTRATION. Ce résultat a été vérifié par Vajiac et Vajiac (corollaire 2.4 dans
[35]). Essentiellement, on peut démontrer que les équations de Cauchy-Riemann se géné-
ralisent aux fonctions multicomplexes, ce qui a comme conséquence que f,, et f5 sont
holomorphes et ne dépendent que de 7,, et 1y respectivement. Le lecteur intéressé peut

aussi lire [34] pour en savoir plus sur les équations de Cauchy-Riemann généralisées. W

A partir des résultats précédents, on peut démontrer 'équivalence entre analyticité

et holomorphie.
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Proposition 1.7.9

Soit une fonction f: U — M(n) ou U = Uy X, Uy et Uy, Uy C M(n — 1) sont deux
ensembles ouverts. Alors, la fonction f est analytique sur U ssi elle est holomorphe

sur U.

DEMONSTRATION. On sait déja qu'une fonction complexe est analytique ssi elle est
holomorphe. Pour n > 2, démontrons donc la proposition en supposant qu’elle est vérifiée

pour n — 1.

=) Supposons d’abord que f est analytique sur U. Alors, par la proposition 1.7.6, on
sait que f(C) = f5, (G ) + 15, (G, )7, OU fy, et f5 sont analytiques. Ainsi, par
hypotheése d’induction on sait qu’elles sont aussi holomorphes et on déduit par la

proposition 1.7.7 que f doit aussi étre holomorphe.

<) Supposons maintenant que f est holomorphe sur U. De la proposition 1.7.8, on sait
que f(¢) = f1.(O)m + f5,(Q)7, ou f,, et f5 sont holomorphes. On déduit ensuite
que f,, et fy sont analytiques par hypothese d’induction et, par la proposition
1.7.5, f doit étre analytique. |

Ce dernier résultat permet de voir que les fonctions multicomplexes se comportent
de maniere semblable aux fonctions complexes. En effet, on pourrait méme généraliser
les équations de Cauchy-Riemann aux fonctions n-complexes afin d’obtenir un systéme
de 2" équations [34, 35].

En utilisant ces résultats, on peut aisément généraliser certaines fonctions réelles ou
complexes aux espaces multicomplexes de deux manieres différentes : soit en utilisant la

représentation idempotente, soit en utilisant le développement en série d’une fonction.

Exemple 1.7.10. Considérons la fonction exponentielle complexe e*. On peut généraliser
cette fonction a l'espace bicomplexe BC de la maniere suivante : pour tout nombre
bicomplexe 1 = 217, + 2277, € BC,

[e.9]
eh=elypte®y,  ou =) .
j=0J"
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On peut aisément vérifier que ces deux expressions sont égales :

6172+6272_Z]'V2+Z '72’
7=0

_ Z 21’72 + 22’72
7=0

_ Z (2172 + 2’272).

)

Exemple 1.7.11. Considérons le cosinus complexe cos z. Pour tout n = 217242275, € BC,

on peut définir que

- o= (=17
cosn = cos(z1)ye + cos(22)7, ou cosn = ¥
=0 4
Ces deux expressions ont équivalentes puisque
o (—1)iz o (—1)iz3
cos(z1)y2 + cos(z2)7, = Z ( Yo + Z @ Y2,
= 2! = 2!
B i (—1) (le% + 2’22j72)
= 2! ’
— i (=1)7 (21792 + 297)”
= 251 ’
>© (1] 27
_ Z ( ) Ui A
2!



Mandelbrot et Julia généralisés

Dans ce chapitre, les ensembles de Mandelbrot et de Julia généralisés sont présentés et
certaines de leurs propriétés sont soulignées. Les résultats énoncés sont des généralisations
de résultats démontrés dans [12, 13, 21, 22, 26, 28, 33].

2.1 Multibrots

Les fractales complexes classiques sont définies a 'aide de l'itération de polynome.
En effet, considérons le polynome complexe f.(z) = 2% + ¢ ot ¢ € C. On note que, pour
m € N,

sim =0,

fo(z) = '
(feo fmH(z) sim>1.

Autrement dit, lorsque m > 1, f correspond au polynoéme f,. composé m fois, ¢’est-a-dire

f&t=Jeofeo o fe.

m fois

L’ensemble de Mandelbrot standard M peut étre défini de la maniére suivante :

M = {c eC | {f0)}r_, est bornée}.

Pour déterminer si un nombre complexe ¢ est dans I’ensemble de Mandelbrot, on doit
donc itérer le polynéme f.(z) en z = 0 et s’assurer que la suite ainsi obtenue ne tend
pas vers l'infini [3]. En effet, on verra a la proposition 2.1.4 que si la suite {f7(0)}5°_,

n’est pas bornée, elle doit nécessairement tendre vers I'infini. Dans le cas de I’ensemble
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FIGURE 2.1 — L’ensemble de Mandelbrot standard

de Mandelbrot, cette suite ne dépend que du parametre c et les premiers termes sont

£0) =02+ c=c

F20) = (f(0)) +e= ¢+

£3(0) = (ff(O))2 te=ct 420+ ¢

F40) = (ff(O))2 teo=c+4¢"+ 65+ 667 +5¢t+ 288 + 2 + ¢;

On voit donc que les calculs deviennent lourds assez rapidement. C’est pourquoi, malgré
qu’on puisse facilement générer ’ensemble de Mandelbrot par ordinateur, il est tres

difficile de déterminer explicitement quels éléments le constituent.

Comme la définition de I’ensemble de Mandelbrot est basée sur des opérations élé-
mentaires de base, c’est-a-dire I’addition et ’exponentiation, on peut aisément généraliser
cet ensemble aux espaces multicomplexes. La définition présentée ci-dessous est une gé-

néralisation de celles de Garant-Pelletier et Rochon [13] et de Parisé [26].
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FIGURE 2.2 — Multibrots complexes

Définition 2.1.1 — Multibrot
Soit n,p € N* ot p > 2 et considérons le polynéme @, . : M(n) — M(n) tel que
Qpe(n) =nP + c et c € M(n). Le Multibrot n-complexe d’ordre p est I'ensemble

M ={ceM(n) | {Q}.(0)}—; est bornée}.

Remarque. Les indices supérieurs n’ont pas toujours le méme sens dépendant du contexte.
Par exemple, le nombre p est un exposant dans ’expression ¢? tandis qu’il est simplement
un indice dans la notation MP?. En général, p est un exposant lorsqu’il est appliqué a
un nombre, mais seulement un indice lorsqu’il fait partie de la notation d’un ensemble.
Par ailleurs, on utilise plutot m comme indice supérieur pour noter la composition de

fonctions.

Remarquons que la définition 2.1.1 ne généralise pas seulement I'ensemble de Man-
delbrot aux espaces multicomplexes : elle généralise aussi le polynéome quadratique f. a
un polynéme @), . de degré entier p > 2. Il aurait aussi été possible d’utiliser un nombre
réel quelconque mais, dans le cadre de ce travail, on s’intéresse particulierement au cas

ou l'exposant p > 2 est entier.
On peut voir a la figure 2.2 quelques Multibrots complexes. Pour visualiser les Mul-
tibrots généralisés aux espaces multicomplexes, il faudra d’abord aborder les coupes

tridimensionnelles de ces ensembles, ce qui sera fait aux prochains chapitres.

Pour générer ces ensembles fractals, il est nécessaire d’établir certains criteres pour
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déterminer si un nombre est compris dans ’ensemble ou non. La proposition suivante
permet de déterminer les éléments du Multibrot M2 & partir de ceux de M _,. Avant

de la démontrer, un lemme est nécessaire.

Lemme 2.1.2. Soit n,p € N* ou p > 2. Alors,

pe() = Qple,, () + Qe (15,7, Ym € N.

DEMONSTRATION. Pour démontrer ce résultat, on utilise le principe d’induction et la
multiplication terme a terme sous la représentation idempotente. Dans le cas ou m = 0,

on calcule directement que

pe(1) = 1= 10,7 + 15,90 = Qpe, (0,)% + Qpe (15,)7m

Ensuite, en supposant que Q'-"(n) = Qp'! (n3,)7m + Qpc ( )7, on voit que

) = () + e,

= (QE () + Q) (3, )7,
- ( Z?cwll (%))p% ( p,% (777”)) 7n+cyn’)/n +ny s
= (@ m)" )+ (@ 0m)) ) T

- Qp Cym (U%)% + Qp 5, ( )771

p

Ainsi, on obtient le résultat voulu par le principe d’induction. |

Proposition 2.1.3

Soit n,p € N* ot p > 2. Le Multibrot MPE est égal au produit M(n)-cartésien

yZ— p p
MV = M %, M.

DEMONSTRATION. Pour démontrer que ces deux ensembles sont égaux, on doit vérifier

que
C=Cyp Y+ 65,7, € ML & (cy,,c5,) € ML X M.

En utilisant le lemme 2.1.2 dans le cas particulier ou n = 0 = 0, + 07,,, on voit que

pe(0) = Qpe, (0)vn + @}l (0)7,. De plus, on sait par la proposition 1.5.4 que la

p’c
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norme d’un nombre multicomplexe peut étre exprimée en fonction de la norme de ses

composantes idempotentes, d’ou

e, @l + eps, O

m n—1

<50, 5 -
Ainsi, on en déduit que la suite {Q}.(0)}75_; est bornée ssi les suites {Q}. (0)}7_
et {Q;’f%n (0)}s°_; le sont aussi. Autrement dit, par définition de MP, on conclut que
ce M?Pssic, € MV_| et c5 € My_, d’ot le résultat. |

Ce dernier résultat permet de voir qu’il existe une relation forte entre les Multibrots n-
complexes et leurs analogues (n — 1)-complexes. Ainsi, il est possible de déduire plusieurs
propriétés de MP & partir de celles de M? _,. Par exemple, le résultat suivant, démontré
dans le cas ou n = 1 par Rochon et Parisé [28] et dans le cas ou n € {2,3} par Parisé
[26], se généralise dans le cas des Multibrots multicomplexes et s’avérera utile lors de la

génération de Multibrots.

Proposition 2.1.4

Soit n,p € N* ot p > 2 et considérons ¢ € M(n). Alors,

ce Mb e ||Qr o) <277 ¥meN,

DEMONSTRATION. Le cas complexe, c’est-a-dire lorsque n = 1, a été démontré par
Rochon et Parisé (théoreme 3 dans [28]). On explique ici 'idée de la preuve. Pour ¢ € C,
supposons que ‘Q;TC(O)’ > 9T pour un certain m € N et posons § = ‘QZ@C(O)‘ — 271 > 0.
Q;”*k(O)‘ > 25T (2p)*§ pour tout k € N. Comme 2p > 1,

On peut alors calculer que .

m+k
p?c

{Q;.(0)}5s_, sort du disque de rayon 217%1, elle se met aussitot a diverger vers U'infini.

on voit que Q7%(0) — oo lorsque k — oo. Autrement dit, lorsque la suite d’itérées

Généralisons maintenant le résultat en utilisant le principe d’induction.

<) Considérons d’abord ¢ € M(n) tel que HQ;”LC(O)H < 2pT pour tout m € N. Alors,
la suite {Q}'.(0)};5=; est bornée et on déduit immédiatement que ¢ € M?E par

définition des Multibrots.
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1
=) Considérons maintenant ¢ € MP et démontrons que HQzTc(O)H < 29=T pour tout
’ n
m € N. De la proposition 2.1.3, on sait que ¢,, € M}, _; et 5 € M) ;. Par

hypothése d’induction, on en déduit que

|y, ], _ <277 et |Qp < 277 Ym e N.

n—1 — p,c5, Tn Hn—l

De plus, le lemme 2.1.2 nous assure que @}'.(0) = Q. (0)7 + @5 (0)7,. De la

proposition 1.5.4, on calcule donc que

2
I LS N N D et

|@p.(0) . _ 97,

d’ou le résultat voulu. [ |

Corollaire 2.1.5
Soit n,p € N* ot p > 2. Alors, MP C B, (0, Zﬁ)

. . .. . 1
DEMONSTRATION. Soit ¢ € ME. De la proposition 2.1.4, on sait que [|Q}.(0)], < 2?1*1
pour tout m € N. Dans le cas particulier ou m = 1, cette inégalité devient ||c|/, < 27T,
Alinsi,

1 _ 1
ce MV = |c]|, <271 = c € B,(0,2¢1),

dott M? C B,,(0,2771). m

On voit donc que les Multibrots sont des ensembles bornés. Une propriété intéressante

qui découle partiellement de cette observation est la compacité.

Lemme 2.1.6. Soit n € N tel que n > 2 et considérons l’ensemble X = X; x,, Xy ot
X1, Xy CM(n —1). Alors,

i) les ensembles X, et Xy sont connexes ssi X ['est aussi;

i1) les ensembles X et Xo sont compacts ssi X 'est aussi.

DEMONSTRATION. Considérons 'application f : X; x Xy — X telle que

f(771: 772) =MV + 772771
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L’application f est clairement bijective. De plus, elle et son inverse sont continues, d’ou

f est un homéomorphisme entre X; x X, et X. Ainsi, on voit que [14]
X et Xy sont connexes < X; X X, est connexe < X X, X, est connexe.

On peut démontrer de la méme maniere que X; et X5, sont compacts ssi X 1'est aussi. W

Proposition 2.1.7

Soit n,p € N* ou p > 2. Le Multibrot MP est compact, c’est-a-dire qu’il est borné et

fermé.

DEMONSTRATION. Du corollaire 2.1.5, on voit que MP? est borné pour tout n € N* donc,
en particulier, MY est borné. De plus, il a été démontré par Parisé que MY est fermé

[26]. Ainsi, on déduit que MY est compact.

Ensuite, de la proposition 2.1.3, on sait que M? = M» _, x. MP> . Ainsi, du lemme
2.1.6, comme MP_, est compact, MP doit 1'étre aussi. Par conséquent, on conclut par

le principe d’induction que M? est compact pour tout n € N*. |

Par ailleurs, on peut généraliser la propriété de connexité de MY aux Multibrots

multicomplexes MP?.

Proposition 2.1.8

Soit n,p € N* ot p > 2. Le Multibrot MP est conneze.

DEMONSTRATION. La proposition se démontre par induction. Dans le cas ou n = 1,
il a été vérifié par Douady et Hubbard [10] ainsi que Beardon [3] que 'ensemble de
Mandelbrot est connexe. Leurs démonstrations peuvent étre adaptées au cas général
ou p > 2. En effet, dans le cas ou p = 2, on établit dans [3, 10] l'existence d'une
transformation conforme 1), c’est-a-dire une bijection biholomorphe, allant de C\M? a
C\B1(0,1). Ainsi, on déduit que C\M? est connexe, d’oit M7 est simplement connexe

(conséquence du théoreme de I'application conforme, voir [14]). Comme on peut aussi



56 CHAPITRE 2. MANDELBROT ET JULIA GENERALISES

trouver une transformation conforme 1, : C\M} — C\B;(0,1) (elle est présentée en
détails & la section 5.1), on en déduit que M} est simplement connexe dans pour tout

entier p > 2.

Ensuite, en supposant que M? | est connexe, on déduit immédiatement du lemme
2.1.6 que MP est aussi connexe puisque MP = MP_ | x., MP_, de la proposition 2.1.3.
|

2.2 Ensembles de Julia remplis

Les ensembles de Julia se définissent de maniere semblable aux Multibrots. En fait,
comme il sera possible de constater dans cette section, les deux types de fractales pos-

sedent plusieurs propriétés analogues.

Considérons & nouveau le polyndéme quadratique complexe f.(z) = 2% + c ou ¢ € C.
L’ensemble de Julia rempli standard K. associé au parametre ¢ peut étre défini de la

maniere suivante :

K. = {z e C|{fM(z)}m_ est bornée}.

Remarque. On précise ici que K. est I'ensemble de Julia rempli associé a ¢ car ’ensemble
de Julia (non rempli) associé a c fait référence a la frontiere de /. [24]. En effet, I'ensemble
de Julia associé au polynome f. est J. = OK.. Cependant, dans le cadre de ce travail, seuls
les ensembles de Julia remplis seront étudiés. Par conséquent, méme si on considérera

toujours les ensembles de Julia remplis, il ne sera pas toujours spécifié qu’ils sont remplis.

Un ensemble de Julia est donc obtenu par itération de polynome, tout comme un
Multibrot. Cependant, pour ce qui est du Multibrot, on posait toujours que z = 0. Ici,
on cherche plutot a déterminer quels nombres z € C permettent d’obtenir une suite
bornée. Celle-ci dépend du parametre fixé ¢ € C et de la variable z € C :

fo(2) =2+ ¢
F2(2) = (f2) +e=2" + 2e22 + &2 + ¢
2
3(2) = (ff(z)) + =28+ 4c2® + 66221 + 22t + 42+ 4P + 23 + P ¢
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(a) ’C%,qfo.zil (b) ’Cio.3+0.7i1 (c) K?,O.S—O.?il

FIGURE 2.3 — Ensembles de Julia complexes

On voit donc que le processus itératif des ensembles de Julia requiert davantage de calculs
que celui des Multibrots. les calculs deviennent lourds assez rapidement. Par conséquent,
les propriétés des ensembles de Julia sont moins évidentes. Tout de méme, 'ajout d'un
parametre ¢ permet d’obtenir une multitude d’ensembles de Julia, ce qui amene un intérét

supplémentaire.

Tout comme on I'a fait a la section précédente pour I’ensemble de Mandelbrot, il est
possible de généraliser les ensembles de Julia aux espaces multicomplexes. La définition
suivante est obtenue en généralisant la définition des ensembles de Julia multicomplexes

présentée par Garant-Pelletier et Rochon [13].

Définition 2.2.1 — Ensembles de Julia remplis
Soit n,p € N* ou p > 2 et posons ¢ € M(n). Considérons aussi le polyndme
Qp : M(n) — M(n) tel que Q,.(n) = n* + c. L'ensemble de Julia rempli n-complexe

d’ordre p associé au parametre ¢ est I’ensemble

]Cg,c = {7] € M(n) | {ngc(n)}gle est bOI'Ilée}.

On généralise ainsi les ensembles de Julia en utilisant un polynéme a valeurs mul-
ticomplexes ), . de degré entier p > 2 quelconque. D’ailleurs, il est possible de déduire

certaines propriétés des ensembles de Julia analogues a celles des Multibrots.
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Proposition 2.2.2

Soit n,p € N* ot p > 2 et posons c € M(n). L’ensemble de Julia rempli KC¥, . est égal

c

au produit M(n)-cartésien

)L — P
Icn ’Cn Liey, 7n ]Cn—l,c;n :

DEMONSTRATION. Pour démontrer cette égalité d’ensembles, on doit vérifier que

M=+ 17,70 € K3 o & (03,,17,) €Kn1 e, XKoo

Du lemme 2.1.2, on sait que Qp'.(n) = @y, (117,)9m + Qe (15, )7, Aussi, par la pro-
position 1.5.4, on déduit que

2

9
2

HQPva 777" Dicy "/n n—1

Q)| =

Par conséquent, on a que la suite {Q}.(n)}7—; est bornée ssi les suites {Q}. (7y,)} =

et {Qg% (15, ) foo=1 le sont aussi. Ainsi, par définition de K? ., on conclut que n € KF .

n,c?

ssi 1, € /Cn_L% et ny € lCn_Lc%. [ |

Par ailleurs, on peut démontrer que tout ensemble de Julia est borné. Certains lemmes

seront nécessaires pour y arriver.

Lemme 2.2.3. Soit n € N tel que n > 2 et considérons Xy, Xs,Y1,Ys C M(n —1). Si
X1 CY et Xo CY5, alors

X1 Xvn X2 - Yi Xvn ng

DEMONSTRATION. Posons 1 € X; X, Xs. Alors, de la définition du produit M(n)-
cartésien, on sait que 7 = 1., v, + 75,7, ou n,, € X et 5 € Xy. Comme X; C Y et
Xy C Y5, on déduit que n,, € Y1 et 77, € Yo, doun €Y) X, Y. [ |

Lemme 2.2.4. Soit c € C et p € N tel que p > 2 et considérons r = max{\c\,Qp%l}.
Alors, pour tout z € C tel que |z| > r, il existe un € > 0 tel que ‘Qg‘c(z)) > (14 ¢)™|z|
pour tout m € N*,
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DEMONSTRATION. Pour arriver au résultat, on proceéde par induction sur m. Comme

|2P| = |2P + ¢ — ¢| < |2P 4+ ¢| + ¢, on calcule que
|@pe(2)] = |27 + ¢ = |2 = [e] > [2P] = |2]
puisque |z| > r > |¢|]. Comme |zP| = |z|P, on déduit que
(Qpe(2)] > 121 = |z = (]2~ = 1) |2

ou |z[P7t =1 > 1 car |2] > 277, Posons donc |z[P~1 =1 =14¢€. Pour m = 1, on en

déduit que

|@pe(2)] > (1+¢) |2].

m—1

e (z)‘ > (14¢)™ " |z| et vérifions que la proposition

Supposons maintenant que ’

est vraie pour m. On calcule que

Q=) = Qe (Qp(2))]
> (1+¢) |Qp ' (2)

p?c

> (1+e) (142",
= (14" [z,

On conclut donc que le lemme est vrai par le principe d’induction. |

Proposition 2.2.5

Soit n,p € N* ot p > 2 et posons ¢ € M(n).
i) Sin=1, alors KY . C B1(0,r) ot r = max{|c|, 2711}

i) Sin > 2, alors K . € B,(0,R) ot

et r, = max{|c,|, 217%1} pour tout v € Sa(n).

DEMONSTRATION.
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i) Pour vérifier que Kf . C B1(0,7), on démontre la proposition contraposée, c’est-a-
dire z ¢ B1(0,r) = z ¢ K} .. Pour z € C tel que |z| > r, du lemme 2.2.4, on sait

qu’il existe un nombre réel € > 0 tel que ‘QZ}C(Z)‘ > (14 &)™|z| pour tout m € N*.

Ainsi, lorsque m — 00, on voit que ‘Qgc(z) — o0 puisque (1 4 &)™ — oo. Par
conséquent, z ¢ KF .
it) Pour n > 2, on procede par induction. Si n = 2, on voit que ¢ = c,,72 + ¢5,7,
1 1
oll ¢y,,c5, € C. Ainsi, posons r,, = max{|c,,|,27T} et r5, = max{|cy,|, 27T} et
r2/2+r%2

considérons R = \/ —5—2. Du cas ou n = 1, on sait que

lLiey, = L,c5.

Kr . C Bi(0,r,,) et Ky € By (0,75,).
Aussi, de la proposition 2.2.2 et du lemme 2.2.3, on voit que
Kb, = K7, %oy Ko © Bi(0,72,) %oy Bi(0,75,).

Par définition d’un M(2)-disque, on a que By (0,7.,) X4, B1(0,75,) = D2(0,7,,75,).

Par conséquent, par la proposition 1.5.8, on déduit que
lcg,c g ﬁ2<0’ T’Ym Tﬁg) g FQ(()? R)

Maintenant, supposons que la proposition est vraie pour n—1 et démontrons qu’elle

'est aussi pour n. Pour ¢ € M(n), on note que
c= Z CyYy = ( Z C'Y"an)/) Yn + ( Z C’y~'yn7> Vn-
YESa2(n) vES2(n—1) vES2(n—1)

Autrement dit, ¢ = ¢, v, + ¢y, 7, ou

C’Yn = Z C'Y"Yn g et Cﬁn = Z C'Y'Wn -
YES2(n—1) YES2(n—1)

Ainsi, en posant que

2 2
sz(: )TW" Sz(: )TW"
yE€S2(n—1 y€S2(n—1
— oz & e=\—o 55—

R1:

OU Ty, = MAX{|Cyr, |, 2p%1} et 745 = max{|cy5 |, 21)%1} pour tout y € Sa(n — 1),

on déduit par hypothese d’induction que

ICP - Bn_l(O, Rl) et le g Bn_l(O, Rg)

n—1,cy, = n—Llcy,
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De plus, de la proposition 2.2.2 et du lemme 2.2.3, on déduit que

Kb =K1, % Knotee C Bu1(0, R1) X, Bui1(0, Ra).

n—1,cy, n—Llcy,

Rappelons que B,,_1(0, Ry) X, B,—1(0, Ry) = D,(0, Ry, Ry) par définition d’un

M(n)-disque. Ainsi, par la proposition 1.5.8, on trouve que
K € D, (0, Ry, Ry) C B,(0,R)

N RI+RZ .
ou R= 5. Finalement, on peut calculer que

R R? + R?
_,/72 :

1
- 2”—1 ( Z r'27‘7n + Z r'%"yn) ’
v€S2(n—1) vES2(n—1)
1
- 2n71 ( Z T’QY) )
~ESa(n)
d’ou le résultat voulu. [ |

Corollaire 2.2.6
Soit n,p € N* ot p > 2 et posons ¢ € M(n).

i) Sin =1, alors z € KY . & |Q).(2)| < pour toutm € N ol r = max{|c|,2ﬁ}.

ii) Sin > 2, alorsn € K . < [|Q).(n)|l. < R ot

etr, = max{|c,y|,2plj} pour tout v € Sa(n).

DEMONSTRATION.
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<) Par définition des ensembles de Julia, si {Q}.(n) }or—; est bornée, alors n € ¥ .

=)

i)

i)

Dans le cas ou n = 1, démontrons la contraposée, c’est-a-dire que s’il existe
un my € N tel que |Q)¢(2)| > r, alors z ¢ KY .. Posons donc z € C et

20 = Qp0(2) ot [Q79(2)] > 7. On sait de la proposition 2.2.5 que z ¢ K7,

d’ott Q}.(20) — oo. Ainsi,

mo(z) = Q. (Qpe(2)) = Q. (20) — 0.

Par définition de K7, on a donc que z ¢ K7 .

Dans le cas ou n > 2, on utilise le principe d’induction. Pour n = 2, on sait
que ¢ = ¢y,72 + ¢y, + ¥,. De plus, on sait que K5, = K oy X7 ICIL% de la
proposition 2.2.2. Alors, si 7 € Kf ., on a nécessairement que 17,, € IC{”% et
N5, € ICTf,C%. Du cas ou n = 1, on sait que

S 75,

<71y, et ‘Q

’ vacvz 7772

b,c 'y2

pour tout m € N ou r,, = rnax{\cw|,2p+l} et ry, = max{]c%\,Qp%l}. Par
ailleurs, du lemme 2.1.2, on sait que Q}.(n) = @y (74,)72 + QZ?C% (75,)72-
En calculant la norme de Q}'.(n) sous sa forme idempotente, de la proposition

1.5.4, on trouve que

oz, - «@p,cm(mgﬂ?;\@p,w( P _ ﬁ;:R

+ 2
en posant R = 5 %2 d’ou le résultat lorsque n = 2.

Pour démontrer que la proposition est vraie pour n, on suppose qu’elle 'est

pour n — 1 et on procéde de maniere semblable. Par la proposition 2.2.2, on

sait que Kb . = K_1 . X, ICQ,';_LC Ainsi, si n € KF , alors n,, € K_; .
et n5, € K _ Les . Comme
Cyn = Z CyynY et &, = Z Cy 73,7
YES2(n—1) YES2(n—1)

en posant que

2 : 2 2
"y Z Ty,

€S2(n—1 €S2(n—1

vy 2( ) et RQ — vy 2( )

Rl - 2n—2 2n—2
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OU Tqn,, = MAX{|Cquny, |, QP%I} et ry5 = max{|c,7 |, 21’%1}, on déduit par hy-
pothése d’induction que

<R,

<R et HQ

n—1 —

‘n—l

HQp,c.},n ?7’Yn

p,c5, ’Yn n

pour tout m € N. Ainsi, en utilisant le lemme 2.1.2 et la proposition 1.5.4, on

calcule que

leme wm)[

m, = 195 ). ; o [ g

ce qui vérifie la proposition. |

|,

De plus, tout comme les Multibrots, on peut voir que les ensembles de Julia sont des

ensembles compacts.

Proposition 2.2.7

Soit n,p € N* ou p > 2 et considérons ¢ € M(n). L’ensemble KP . est compact.

n,c

DEMONSTRATION. Il a déja été démontré par Milnor que Kf . est compact [24]. De

maniere générale, on voit de la proposition 2.2.2 que KI . = = K? K . Par

n—1,cy, n—1l,cy,
conséquent, du lemme 2.1.6, comme K?_, o, €t kP 1. Sont compacts, ICM do1t I’étre
aussi. Ainsi, par le principe d’induction, on deduit que ICM est compact pour tout n € N*,

Aussi, il est déja connu que ’ensemble lCiC est connexe si et seulement si 0 fait partie

de 'ensemble. Cette propriété se généralise au cas multicomplexe.

Proposition 2.2.8

Soit n,p € N* ou p > 2 et considérons ¢ € M(n). Alors,

K. est conneze < 0 € K} . < ce M.

n,c
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DEMONSTRATION. La deuxiéme équivalence se trouve directement par définition des
ensembles de Julia et des Multibrots. Pour ce qui est de la premiere, on procede par

induction.

Pour n = 1, on sait de Milnor [24] que 'ensemble K7 est connexe ssi il contient les

points critiques de @Qpc(2), c’est-a-dire les points z € C tels que @, .(z) = 0. Comme

/

he(2) = pzP~!, le seul point critique de @Q,.(z) est 0, d’out le résultat.

De plus, comme KF . = /Cf;_LC% Xy Kﬁ_l,% par la proposition 2.2.2, on peut voir
que
K} . est connexe < K. et ICﬁ,LCW sont connexes par le lemme 2.1.6,
S 0eK ., et 0eK] | par hypothese d’induction,

< O + 07, € K51, X+, Kio1.  par définition de x.,

S 0eky. par la proposition 2.2.2. W



Coupes fractales tridimensionnelles

Les fractales présentées au chapitre 2 sont des objets en 2™ dimensions. Ainsi, il n’est
pas possible de les visualiser dans leur entiereté. C’est pourquoi on introduit dans ce
chapitre le concept de coupes tridimensionnelles. Celles-ci permettent de générer diverses
images des Multibrots et des ensembles de Julia généralisés. Cependant, plusieurs coupes
sont identiques. En plus de définir les coupes tridimensionnelles, on établit donc une

relation d’équivalence permettant d’identifier quelles coupes sont visuellement les mémes.

3.1 Définitions

Tout d’abord, le concept central de cette section est celui de coupe tridimensionnelle

principale. Pour le définir, la notation suivante s’avérera pratique.

Définition 3.1.1
Soit n € N tel que n > 2 et considérons trois unités différentes iy, iy, i, € I(n). On

note T(ix, iy, 1m) le sous-espace vectoriel de M(n) tel que

T(ik7 i], lm) = VectR {ik, i], im} y

={ceM(n) | ¢ = c1ix + c2i) + c3im €t c1, 2,3 € R}.

Remarque. L’utilisation des caracteres gras est pour rappeler que les unités iy, i et i, ne
sont pas nécessairement des unités imaginaires de base de la forme i,,. Elles peuvent aussi

étre I'unité réelle 1 ou encore un produit d'unités imaginaires de la forme %,,, ¢y, * - * tm, -
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FIGURE 3.1 — Le Tétrabrot T2(1,4y,1i3)

Définition 3.1.2 — Coupe tridimensionnelle principale
Soit n,p € N tels que n,p > 2 et considérons trois unités différentes iy, ij, i € I(n).

La coupe tridimensionnelle principale de MP associée aux unités iy, i et in, est
TP(ik, i1, im) = T(ik, i1, im) N M2

De méme, pour ¢ € M(n), la coupe tridimensionnelle principale de KE . associée aux

unités iy, i et iy, est

F (i, i1, im) = T(i, iy, im) N K7, .

Remarque. Lorsqu’il n’y a aucune confusion possible, on écrit simplement 7 ou F.

Exemple 3.1.3. Considérons les trois unités iy = 1, iy = i1 et iy, = 75 avec l'entier
p = 2. La coupe T2(1,iy,12) de 'ensemble de Mandelbrot généralisé ainsi obtenue est le
Tétrabrot [32, 33|, présenté a la figure 3.1. A

On étudiera davantage les coupes principales des Multibrots que celles des ensembles
de Julia. Plus de détails sur les coupes tridimensionnelles des ensembles de Julia sont

présentés par Katunin [17, 18] et par Wang et Song [37].
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De plus, on peut définir un autre type de coupe tridimensionnelle en utilisant la
représentation idempotente des nombres multicomplexes. En effet, plutot que d’utiliser
des unités iy, i, im € I(n), on peut obtenir une coupe tridimensionnelle idempotente en

choisissant trois unités a, 3, € Sa(n) Ui153(n). Par exemple, pour n = 3, on a que

S2(3) Ui152(3) = {23, 72735 T2V3: T2T3> 117273, 1172735 1172Y3: 117273 }-

Définition 3.1.4 — Coupe tridimensionnelle idempotente de M?

Soit n,p € N tels que n,p > 2 et considérons a, 3,5 € Sa(n) Ui;Sy(n), trois unités
différentes. La coupe tridimensionnelle idempotente de MP associée aux unités «,
et 0 est

T2(a, 8,6) = Vects {a, 8,5} N M2,

Ainsi, les coupes principales et idempotentes sont définies de maniere semblable :

seules les unités choisies changent.

Exemple 3.1.5. Considérons les trois unités a = o3, 8 = 75773 et d = 72775 avec l'entier
p = 2. La coupe T2(7273, Y273, 727V3) correspond a 1’Earthbrot [36], présenté a la figure
3.2. A

Dans ce mémoire, on étudie davantage les propriétés des coupes tridimensionnelles
principales que celles des coupes idempotentes. Les coupes idempotentes sont définies
ici simplement dans le but d’introduire ce concept particulierement intéressant qui est
intimement lié aux coupes principales. En effet, le concept est trés similaire et permet
d’obtenir des coupes tridimensionnelles remarquables. Par exemple, de la figure 3.2, on
voit que I’Earthbrot correspond clairement a un cube. Pour en apprendre davantage sur

les coupes idempotentes, il est conseillé de consulter le mémoire de Vallieres [36].

Pour le reste de ce chapitre, on étudiera les coupes principales 7 des Multibrots

généralisés.
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FIGURE 3.2 — L’Earthbrot T2(v273, Y273, 7273)

3.2 Equivalence entre les coupes principales T

En générant diverses coupes tridimensionnelles par ordinateur, on réalise rapidement
que plusieurs coupes sont similaires. Par exemple, le Tétrabrot T2(1,4y,145) est identique
a la coupe T?2(1,iy,i3) & symétrie prés. En définissant une relation d’équivalence entre
les coupes, il est possible de les classer afin de trouver lesquelles sont visuellement les

mémes.

Avant de définir une relation entre les coupes, il est nécessaire d’introduire la notation

suivante.

Définition 3.2.1 — Espace des itérées
Soit n,p € N tels que n,p > 2 et considérons trois unités différentes iy, iy, im € I(n).

L’espace
It? (ix, i1, im) = Vectz {Qp(0) : ¢ € T(ix, i1, im) ot m € N}

est I'espace des itérées de Q}'.(0).

Plus intuitivement, on peut aussi dire que It”(iy, i, im) est 'ensemble de toutes les
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combinaisons linéaires d’itérées @Q.(0) finies, ott ¢ € T(iy, i1, im). Cet ensemble forme un

sous-espace vectoriel de M(n) pouvant étre égal a M(n) dans certains cas.

Les différents espaces d’itérées seront caractérisés plus explicitement a la proposition
4.1.7. Pour le moment, la définition précédente est suffisante pour établir une relation

d’équivalence entre les coupes tridimensionnelles principales de M2.

Définition 3.2.2 — Relation entre deux coupes tridimensionnelles princi-
pales de M?P

Soit deux coupes principales T (ix, i1, im) et 73 (iq, ir, is) de I'ensemble MZ et consi-
dérons les espaces vectoriels My = ItP(ix, i1, im) et My = ItP(iy, iy, is). Les coupes Ty
et Tz ont la méme dynamique, noté Ty ~ Ty, s’il existe un isomorphisme ¢ : My — My

tel que ¢ (T<ik7 il; im)) = T(ifh ir; is) et

(#0Qpeoe™) () = Qpi (n) Ve € Tli, 1, im), V) € Mo.

Une classe d’équivalence de la relation ~ est appelée une dynamique tridimensionnelle

de MP?.

Remarque. Notons que, dans la définition précédente, I'application ¢ doit étre un iso-

morphisme d’espace vectoriel, c¢’est-a-dire qu’elle doit étre bijective et linéaire.

Proposition 3.2.3

La relation ~ de la définition 3.2.2 est une relation d’équivalence.

DEMONSTRATION. On doit démontrer que ~ est réflexive, symétrique et transitive.
i) Soit la coupe principale TP(ik,i),1m) et Uensemble M = ItP(iy, i},im). On peut
facilement vérifier que T ~ T en utilisant application identité ¢(n) = 7.
i) Soit les coupes principales 77 (ik, i1, im) et 73 (iq, ir, is) et considérons les ensembles
M, = ItP(ix, i1, im) et My = ItP(iq, i, is). Si 71 ~ 7Tz, alors on sait qu’il existe un
isomorphisme ¢ : My — M, tel que ¢ (T(ix,i1,im)) = T(iq, ir,1s) et, pour tout

C1 € T<ik7 i17 im)u

@ o prcl © 9071 = Qp,go(cl)- (31)
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Comme ¢ est bijectif, on sait que ¢~ (T(iq, ir, is)) = T(ik, i1, im). De plus, posons

2 € T(iq, ir, is). En utilisant Iégalité 3.1 avec ¢; = ¢ *(c2), on trouve que

1

90_1 © QP,C2 SCp=¢ O (90 © QP,¢’1(82) © 90_1) oY= Qp,cp*l(CQ)'

Ainsi, 'isomorphisme ¢! permet de conclure que 75 ~ 7.

i17) Soit trois coupes principales T (ix,i1,im), T3 (iq, ir,1s) €t T3 (i¢, iu, iy) telles que
Ti ~ T2 et Ta ~ T3. Considérons aussi M; = ItP(ik, i1,1m), Mo = ItP(iq, iy, is)
et M3 = ItP(ig, iy, 1yv). On sait qu’il existe des isomorphismes ¢ : My — M, et
w9 : My — M3 respectant les hypotheses de la définition 3.2.2. Posons ® : My — Mj
telle que ® = py 0 1. On voit alors que

o (T(ikv i, lm)) = 2 (Spl (T(ika iy, lm))) )
= ¥2 (T<iqv ir, is)) )
= T(ig, iu, iv)-

On a aussi que, pour tout ¢ € T(ix, i1, im),

BoQpeod' = (pr0p1)0Qpeo (w1 0p5"),
=20 (p10Qpeopr) 0 s,
=20 Qppi(c) © 902_1,
= Wppaer(0)) = Cpa(o)-

Par conséquent, on peut conclure que 7; ~ 7. [ |

Des relations d’équivalence similaires a celle définie en 3.2.2 ont été proposées dans
d’autres ouvrages [13, 26, 29]. Par exemple, dans [13], on définit que T; ~ Ty s’il existe
une application ¢ telle que (¢ 0 Qpcp™") (1) = Qp(e)(n), mais aucune hypothese sup-

plémentaire sur ¢ et 1 n’est spécifiée : la définition 3.2.2 se veut donc plus précise.

Par ailleurs, Parisé présente dans [26] une définition d’équivalence plus pointue que
celle dans [13], mais qui différe tout de méme légerement de la définition 3.2.2. En effet,
considérons deux coupes T (ix, i1, im) et T3 (iq, ir, is). A la définition 3.2.2, pour que

Ti ~ T2, on demande que ¢ soit telle que

(;0 (T(ik, i17 im)) - T(iqa il‘; is)
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La définition 3.8 dans [26] stipule plutdt que ¢ doit respecter 1'énoncé suivant :
Veg € T(igir, is), Ja1 € T(ik, i1, im) tel que p(c1) = co.
On peut s’assurer que ces deux hypotheses sont équivalentes dans le contexte.

Lemme 3.2.4 (Corollaire 3.36 dans [23]). Soit deux espaces vectoriels Ey et Ey tels que
dim £y = dim Ey < oco. Pour toute application linéaire L : E; — Es,

L est injective < L est surjective < L est bijective.

DEMONSTRATION. On présente ici un résumé de la preuve. Le résultat découle en grande

partie du théoréme du rang, qui stipule que
dim F; = dim K +dim [

ou K :={x € By | L(z) = 0} est le noyau de L et I := L(E,) est I"image de L. De
plus, pour arriver au résultat, on utilise les propriétés suivantes sur l'injectivité et la

surjectivité d’applications linéaires définies sur des espaces de dimensions finies [23] :

i) On peut vérifier que L est injective < K = {0} < dim K = 0. Par conséquent,

L est injective < dim K = 0. (3.2)

i1) Puisque dim Fy < 0o, on pourrait démontrer que

L est surjective < dim I = dim Es. (3.3)
Ainsi, on obtient que
L est injective < dim K =0 par I’équivalence 3.2,
& dim By = dim [ par le théoreme du rang,

& dim By = dim [ de ’hypothese dim F; = dim Fj,

& L est surjective par l’équivalence 3.3.

De cette équivalence, on déduit ensuite aisément que L est surjective ssi L est bijective.
|

Proposition 3.2.5

Pour n = 3, la définition 3.2.2 est équivalente a la définition 3.8 dans [26].
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Remarque. On spécifie que n = 3 car la définition 3.8 dans [26] ne s’applique que dans
ce cas. Tout de méme, les arguments utilisés dans la preuve demeurent valides lorsqu’on

généralise la définition 3.8 au cas général ou n > 2.

DEMONSTRATION. Rappelons la différence entre les deux définitions :

(1) dans la définition 3.2.2, on pose que ¢ est telle que
@ (T(ix, 11, im)) = T(ig, ir, Is);
(2) dans la définition de Parisé, on dit plutot que
Veg € T(igiy, is), 31 € T(ik, i1, im) tel que p(c1) = co. (3.4)

Pour démontrer que les deux définitions sont équivalentes, il suffit donc de vérifier
que (1) < (2). Posons donc M; = ItP(ix, i1, im) et My = ItP(iq, iy, is) et considérons un
isomorphisme ¢ : M; — M.

=) Si ¢ (T(ix, i1,im)) = T(iq, i, is), on a directement que, pour tout ¢ € T(ig, iy, is),
il existe un ¢; € T(ix, i1,im) tel que p(c1) = co.
<) Maintenant, supposons que pour tout ¢z € T(ig, iy, is), il existe un ¢; € T(ik, i1, im)

1

tel que p(c1) = co. Comme ¢ est bijectif, on sait que ¢~ existe. On peut donc

rééerire cet énoncé comme suit :
-1 e s e o e s
¢ (c2) = ¢4 € T(ik, i1,1m) pour tout ¢z € T(ig, iy, is).

Autrement dit, on a que ¢! (T(iq, iy, is)) € T(ix, i1, im). De plus, on sait que appli-

cation ¢!

restreinte au sous-domaine T(iq, iy, is) est injective. Du lemme 3.2.4, on
déduit que p~! forme donc nécessairement une bijection de T (iq, ir, is) & T(ix, i1, im)
puisque dim T(iy, iy, 1s) = dim T(ik, ij,im) = 3 < oo. Par conséquent, on conclut

que ¢ (T(ig, i, is)) = T(ix, i1, im), d’ott @ (T(ik, i1, im)) = T(iq, ir, is)- |

Il existe une autre définition d’équivalence similaire a la définition 3.2.2 proposée par
Rochon et Parisé dans [29] dans le cas ou n = 3. Effectivement, dans cet article, on ne
demande pas que ¢ (T(ik, i1,im)) = T(iq, ir, is) : on stipule plutét que 'équation 3.4 doit
étre respectée, comme dans la définition 3.8 de Parisé [26]. Aussi, en plus des hypotheses
inclues dans la définition 3.2.2, ¢ doit nécessairement étre définie sur tout I'espace M(n)

et I’égalité

(00 Qpeow™) () = Quy(e)(n) (3.5)
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doit étre vérifiée en tout point n € M(n). Rappelons que la définition 3.2.2 demande
seulement que @ soit définie sur I'espace des itérées It” (ix, i1, im ) €t que 'égalité précédente

soit respectée sur ce domaine.

Lemme 3.2.6. Soit My = ItP(ik, i1,im) et My = ItP(iq, iy, is) et considérons un isomor-
phisme ¢ : My — Ms. Si légalité (p o Qpeo @) (n) = Qpu)(n) est vérifiée pour tout
¢ € T(ik, i1,im) et pour tout n € My, alors

(SOOQPCOSO )(77)_ o(c) () Vm € N.

Remarque. Le lemme reste valide lorsque ¢ : M(n) — M(n).

DEMONSTRATION. Par hypothese, on sait que 1'égalité est vérifiée dans le cas ot m = 1.
On déduit donc que

(90 Qpe) (€)= (@i 0 2) () ¥¢ € M,y

en composant par ¢ de chaque c6té de ’égalité. Maintenant, supposons que 'égalité est

vérifiée pour un certain m € N. Alors, on calcule que

(po@uioe™) () = (poQpeoQp.ov™!) (),
- (Qp,(p( O‘POQ SR 1) (77)7
= (szc OQp, )(77)7

m—+1
pyp(c) ( )

Par le principe d’induction, on obtient donc le résultat voulu. |

Proposition 3.2.7

Soit deuz coupes principales T{ (ix, i1, im) et T3 (iq, ir,is). S T1 ~ T2 au sens de la
définition 4 dans [29], alors Ty ~ Ty au sens de la définition 3.2.2.

DEMONSTRATION. Considérons deux coupes principales 77 (ik, i1, im) et 73 (iq, ir, is) de

MEP . Posons aussi les ensembles My = ItP (iy, i1, im) et My = ItP(iq, iy, is)-
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Supposons que T; ~ 75 au sens de la définition 4 dans [29], c’est-a-dire qu’il existe

un isomorphisme ¢ : M(n) — M(n) tel que I'équation 3.4 est respectée et

(00 Qpeow™) () = Qe (n) Ve € T(ii, ir, im), Y € M(n). (3.6)

Comme cette égalité est vraie Vi € M(n), elle I'est en particulier Vn € M,. De plus, par
preuve de la proposition 3.2.5, on sait que ¢ (T (ik, i1, im)) = T(iq, ir, is). Il ne reste donc

qu’a vérifier que p(M;) = Mo.

Du lemme 3.2.6, on a

(po@poe™) () = Qe (m) Ve € T(i, ity im), ¥y € M(n),
& o(Qr(n) = Qe (#(n)) Ve € Tlix, ity im), V1 € M(n). (3.7)

Par définition de M, on sait que tout ¢ € M; peut étre écrit comme une combinaison

linéaire d’itérées, c’est-a-dire que
J
P . mj - .
(=) a i, (0) ot a; € R.
=1

Par la linéarité de ¢ et par I’équation 3.7, on trouve donc que

(Z&]Qpcj ) ZGJSO( iy ( ) ZGJQP@(CJ)

Comme ¢(c¢;) € T(iq, iy, is) pour tout ¢; € T(ik, i1, im), on déduit que ¢(¢) € M, par
définition de Ms. Ainsi, on a ¢(M;) C M.

Pour montrer que My C ¢(M;), on doit s’assurer que tout & € M, possede une

préimage y € M;. Par définition de Ms, on peut poser que £ s’écrit sous la forme
Z aka cn ) € M,
ou ¢ € T(iq, iy, is) pour tout k = 1,2, ..., K. On vérifie aisément que
K
=2 akQy16)(0) € My
k=1

est tel que p(x) = . Par conséquent, My C ¢(My).

Ainsi, o(M;) = M, et on en déduit que la fonction ¢ restreinte a M; forme une
bijection de M; a My, c’est-a~dire que la définition 4 dans [29] implique la définition
3.2.2. [ |
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Conjecture 3.2.8. La réciproque de la proposition 3.2.7 est vraie. Autrement dit, deux

coupes principales équivalentes au sens de la définition 3.2.2 le sont aussi au sens de la

définition 4 dans [29].

Pour démontrer cette conjecture, il faudrait prouver que s’il existe un isomorphisme
@ entre My = ItP(ik, i, im) et My = ItP(iq, iy, is) tel que ¢ (T(ix, i1, im)) = T(ig, ir, is)
et po Q.o !t = Qp,o(c), alors on peut aussi définir un isomorphisme @ sur tout
I'espace M(n) ayant les mémes propriétés. On peut vérifier que ce constat est vrai dans
plusieurs cas. En effet, dans le cas tricomplexe par exemple, il semble toujours possible

de généraliser p : M7 — My a ® : TC — TC en s’assurant que
O (iaip) = P(ia)P(ip) Via, ip € 1(3).

On construit ainsi un isomorphisme d’algebre sur TC, c’est-a-dire que ®(n¢) = ®(n)P(¢)
pour tout n,{ € TC. Par conséquent, il devient évident que ®(n?) = ®(n)? et on en
déduit que PoQ, 0Pt = Qp,a(c) sur tout I'espace TC. Cependant, une preuve formelle

de ce constat est difficile a établir.

Exemple 3.2.9. Soit M; = It?(1,4,145) et My = It*(1,41,i3). On démontrera & la pro-
position 4.1.7 que

My = Vectg {1,41,149,4112} et My = Vectg {1,141, 13,1193}
Ainsi, on pourrait vérifier que la bijection ¢ : M7 — M telle que
o(x1 + 2201 + X309 + X4i1le) = T1 + Toly + T3lz + T4i113
est un isomorphisme tel que, pour tout ¢ € T(1,4y,1i5) et tout n € My,

(QO 0.0 90_1) (n) = QQ,@(C) (1) (3.8)

Pour étendre cet isomorphisme a tout le domaine TC, posons ® : TC — TC tel que
®(n) = p(n) pour tout n € M. Par la suite, il suffit de bien choisir les images ®(i3),
q)(ilig), @(2225) et (13(212223)

Plusieurs choix sont possibles : on pourrait, par exemple, poser ®(i3) = iy ou

®(i3) = iyigiz puisque i3 = i3 = (iyiziz)®> = —1. Posons arbitrairement ®(i3) = iy.
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Ensuite, on peut en déduire les autres images ®(i1i3), $(izi3) et P(i1i2i3) de la maniere

suivante :
P(iyi3) 1= D(i1)P(i3) = i1io;
(I)(Zglg) : (Zg)q)(@g) = igig == igig;

@(212223) = (I)(h)q)(lg)(b(Zg) = iligig = iligig.

)
)

Ainsi, on pourrait démontrer que I'isomorphisme ® : TC — TC tel que

(I)($1 + l‘gil + ZBgiQ + l’4i1i2 + ZL‘5i3 + SBﬁil’ig + l‘7i2i3 + l'g'iligig)

=+ I’Qil + l‘gig + $4i1i3 + 335i2 + l'ﬁilig + Z’7i2i3 + .Tgiligig.

satisfait aussi 1’égalité 3.8 pour tout n € M(n) en vérifiant que ®(n¢) = &(n)P(¢). A

3.3 Implication de la relation d’équivalence

La relation d’équivalence définie en 3.2.2 n’est pas tres intuitive. Tout de méme, elle
posseéde un sens géométrique. En effet, lorsque deux coupes 7; et 75 sont équivalentes
selon la relation ~, on peut démontrer que 'isomorphisme ¢ allant de M; a M, forme

en fait une bijection de 77 a 7s.

Proposition 3.3.1

Soit deux coupes principales T{ (ix, i1, im) et T3 (iq, ir, 1s) et considérons les ensembles
My = ItP (ix, i1, im) et My = ItP(iq, iy, 1s). S¢ Ty ~ Tz, alors il existe un isomorphisme
©: My — My tel que ¢ (T1) = Ts.

Autrement dit, deux coupes équivalentes T1 et Ty sont obtenues l'une de ['autre par

une transformation linéaire.

DEMONSTRATION. Puisque 7; ~ 7Ty, on sait qu’il existe un isomorphisme ¢ : M; — My
tel que ¢ (T(ik, i1,1m)) = T(iq, ir, 1s) et

((:0 o Qp,c o 9071) (77) = Qp,go(c) (77) Ve e P]F<ik7 i17 im)7V77 c MZ-

Par définition de 7Ty, on sait que 77 C T(iy, i1, im ). De plus, pour tout ¢ € T(ix, i1, im),
on sait que ¢ = @, .(0) € M;. Par conséquent, Ty C T(ix, i1,im) € M; : I'isomorphisme
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¢ est donc défini sur tout 'ensemble 7;. Par un raisonnement semblable, on déduit que
T2 C M.

Aussi, comme ¢ est linéaire, on sait que ||¢(n)||, < C||n||, Vn € M; pour une certaine
constante C' € R*. En effet, cette propriété est connue pour les applications linéaires sur
R?" et l'espace vectoriel normé M(n) est isométrique & R?". On en déduit donc qu’elle
est vraie aussi sur M(n). De méme, il existe une certaine constante D € R* telle que
le ' (M)ln < D|n|l. pour tout n € M. Comme ¢ est une bijection, on peut dire de
maniere équivalente que ||n||, < D|l¢(n)||, pour tout n € M;.

De plus, par la linéarité de =1, on a nécessairement que ¢ ~1(0) = 0. Ainsi,

@, = [[(@ o ™) O, car 0= ¢71(0),

> Zl(eo@poe) O, car k> Sl

n

HQW 0O par le lemme 3.2.6.
De méme,
Q)] = H(go oQr.oe ) (0)|  parle lemme 3.26,
> S |(@oe ™)@, cor el > 5l
= & e, car 71 (0) = 0.

En utilisant ces deux derniers résultats, on obtient donc que

ceT & { C(O)}Ooi1 est bornée,
& { ;’?@(C)(O)}Ooil est bornée,
p(c) € Ta.

Comme ¢ € T; & ¢(c) € T3, on conclut que ¢ forme une bijection entre les coupes 77 et

Ts. |

Géométriquement, ce dernier résultat signifie que deux coupes équivalentes selon la
relation ~ telle que définie en 3.2.2 sont liées par une transformation linéaire, c’est-a-dire

une composition de réflexions (ce qui inclut les rotations), de dilatations (ce qui inclut
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T

FIGURE 3.3 — Transformation linéaire L(z,y, z) = (3795 -y, r+y+35,5+ %) appliquée
sur un cube unitaire

les homothéties) et de transvections [25]. Un exemple d’une telle transformation dans R3

est présenté a la figure 3.3.

Comme on peut le voir, la proposition 3.3.1 ne garantit pas que deux coupes équi-
valentes sont isométriques. Tout de méme, c’est ce qu’on peut observer en pratique. Ce

constat demeure cependant a démontrer.



Classification des coupes principales de M¥

Dans ce chapitre, on présente les différentes classes d’équivalence de coupes princi-
pales T. Pour ce faire, on étudie d’abord les espaces des itérées afin de leur trouver une
base finie. Ainsi, ces espaces pourront étre exprimés de maniére moins abstraite qu’au
chapitre précédent. Ensuite, il sera possible de définir des isomorphismes ¢ : M; — M,
entre les espaces M, et M, ayant des propriétés similaires afin d’établir les coupes qui

sont équivalentes.

Ce chapitre aborde donc plus en détail les résultats de Brouillette et Rochon [5], qui
sont essentiellement une généralisation de ce qui avait été trouvé par Parisé [26].

4.1 Explicitation des espaces des itérées

Afin de classer les coupes tridimensionnelles principales, les notations suivantes seront

utiles.

Définition 4.1.1
Soit n € N tel que n > 2 et considérons trois unités différentes iy, iy, i, € I(n). On
définit

M(ik7 i17 im) - VeCtR {ik7 ilu ima ikilim} .
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Définition 4.1.2
définit

S(ik7i17im) = VeCtR {17 ik7 i17 ima iki17 ikim7 ilim7 ikilim} .

Soit n € N tel que n > 2 et considérons trois unités différentes iy, iy, im € I(n). On

Remarque. En particulier, on voit que S(iy, i9,13) = TC.

Lemme 4.1.3. Soit n € N tel que n > 2 et considérons trois unités iy, i1,im € I(n)

différentes. Alors,
i) le sous-espace M(1,1),1m) est fermé sous la multiplication ;
i1) le sous-espace S(ix, i1,1im) est aussi fermé sous la multiplication ;

iii) sin € M(ik, i1,im), alors n? € M(ix, i1, im) lorsque p est impair.

DEMONSTRATION. Les trois énoncés se démontrent par vérification algébrique.

i) Considérons 7, € M(1,i},1im) tels que

N = 21 + Tody + T3im + Taliim et ¢ = y1 + Yol + Y3im + Yadtim.

On a que n - ¢ € M(1,1i,iy) puisque

n-C = (1 + z2h + T3im + Taltim) (Y1 + Yol + Ysim + yaitim),

= T1y1 + Tolpii + Taysin, + Taysiiin,
+ (@1y2 + Toy1 + T3yally + Taysin )iy
+ (21y3 + T3y1 + Tayali + Tayoi])im
+ (vays + T3y2 + T1Ya + 2491 )itim.

i1) Pour tout 1, € S(ik, i1, im), on trouve que 71 - ¢ € S(ik, i1, im) de maniére similaire

au cas précédent.

ii1) Pour le dernier énoncé, posons 1 € M(i, i1, im) tel que

1N = T1ix + Tol) + T3im + T4iki)im

et considérons p € M(i, iy, im) et v € M(ikd), ikim, iim) tels que

po=yiix + Yol + Y3im + Yulichiiy, et v = wy + wolyi) + wsikiy, + Waljin.
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On voit que

.2 .2 .2 £2:2:2
N W= T1Y1ly + ToYoly + T3Ysly, + Tayali il

+ (T1Y2 + Toys + T3yail, + Taysis )ik
+ (21Y3 + T3y1 + Toyal] + T4yl ikim

+ (w9y3 + T3Y2 + T1Yaly + Tay1is )itim
et

2 2 222 3
7] - = (Q}lwl + x2w211 + I’gw:}lm + ‘r4w411 lm)lk
.2 2 02 e N\
+ (zowq + xywaly, + wawyiy, + rawsiyis, )i
.2 2 2222\
+ (ZL’3U}1 + Tiwsly + Towyl] + T4woly 1y )lm

+ (24w + T1wW4 + Tows + T3W1)ikiiim.
Autrement dit, 1 - p € M(ixd), ikim, iim) et 7 v € M(iy, iy, im)- A partir de ces
deux arguments, on vérifie que
n? =n-n € Mgy, ixim, iim) et 7% =7 1% € M(ik, i1, im).

Par la suite, on peut vérifier par induction que n* € M(iy, ij, im) pour tout p impair

de maniere similaire. [ |

Le prochain lemme permet d’établir les conditions nécessaires pour simplifier un

nombre multicomplexe de 'espace S(ik, i1, im)-

Lemme 4.1.4. Soit n € N tel que n > 2 et considérons trois unités iy, iy, im € I(n)

différentes. Soit n € S(ix, i1,1im) tel que
n=ax + xgik + Igi] + $4im + $5iki1 + Z’Gikim + l’7i1im + l’gikilim.

Le nombre n peut étre exprimé en fonction de moins de huit composantes réelles ssi

ijim = £ix ou une des unités iy, i, ou iy, est 1.

DEMONSTRATION. Pour que 7 puisse étre exprimé en fonction de moins de huit com-
posantes réelles, il faut qu’au moins une des unités parmi les huit soit égale a une autre
unité (au signe pres). Par exemple, il faudrait que I'unité associée a z, qui est 1, soit
équivalente a l'unité associée a une autre composante x;. Pour ce cas particulier, en

considérant toutes les unités x; ou 7 # 1, on trouve les possibilités suivantes :
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i) 1==ix = 1 =iy;
i) 1 =40 = 1=1i;
i) 1 ==4ip = 1=1ipn;
i) 1= tigi) = ix = i
v) 1= tigiym = ik = im;
vi) 1 ==+ijip = i) = im;

UZZ) 1= :]:ikilim = i]im = :]:ik ou ikim = :tll ou ikil = :|:lm
Remarquons que les cas iv), v) et vi) ne peuvent étre considérés car les unités sont toutes
distinctes par hypothese. Ainsi, en supposant que 'unité associée a x; est équivalente a
une autre unité, on trouve qu’'une des unités doit étre 1 ou qu'une des unités doit étre le

produit des deux autres. De plus,
iy, = Hix © ikin = i) & iki) = +im,

c’est-a-dire que si une unité peut étre exprimée en fonction des deux autres, alors c’est le
cas pour les trois unités. Par conséquent, dans ce cas, on trouve que iji,, = =+ix ou une

des unités iy, i; ou i, est 1.

Si on suppose que 'unité associée a z;, ou i € {1,2,...,8}, est équivalente a une
autre unité, on arrive aux mémes conclusions que précédemment. En vérifiant tous les

cas possibles, on obtient donc le résultat voulu. |

Remarque. Pour le reste du travail, si une des unités iy, i, ou i, est 1, alors on considérera

que iy = 1 sans perte de généralité.

On voit donc du dernier lemme qu’un nombre n € S(iy, i1, im) peut seulement étre
simplifié lorsque certaines conditions sont vérifiées. Ce constat permet de trouver plu-
sieurs résultats en considérant séparément le cas ou 7 est simplifiable et le cas ou 7 ne

I'est pas.
Lemme 4.1.5. Soit n,p € N tels que n,p > 2 et considérons trois unités différentes
ik, i], im € H(TL) Soit M = Itp(ik, i], lm)

i) Sip est pair et que ix = 1 ou ijiy, = ik, alors dim M > 4.

i1) Sip est pair mais que ix # 1 et ijiy # +ik, alors dim M > 8.

iii) Si p est impair, alors dim M > 4.



4.1. EXPLICITATION DES ESPACES DES ITEREES 83

DEMONSTRATION. Soit 'espace vectoriel M = ItP(iy, i}, i ). En résumé, dépendant du

cas a prouver, il suffit de trouver quatre ou huit vecteurs linéairement indépendants dans

M :ici, les vecteurs sont des valeurs de la forme Q}.(0).

Dans tous les cas, les trois valeurs @, (0) = ik, @p.1,(0) = i) et Qp;,, (0) = im sont des

vecteurs de M linéairement indépendants. Par la suite, chacun des cas doit étre considéré

séparément.

i)

i)

Supposons d’abord que p est pair et que ix = 1 ou iji,, = +ix. Considérons
c1 = aqi; + iy, ou a; € R*. On peut trouver au moins une valeur a; € R* telle
que (aii) + im)? = 11 + 1241im avec des valeurs x11, 12 € R* non nulles. En effet,

en développant l'expression (a1i; + im)? a l'aide du théoréme binomial, on obtient

. e \p 2 (p Fejsp—j
(a111+1m) _Z . 1111m )

p U p
2§ :2jsp—2j 2j+1:2j+1:p—25—1
a1 + . a 1 1 ,
<2]>11 m : <2j+1>1 Im
1

Ces deux dernieres sommes sont en fait des polyndémes réels en a; de degrés p et
p — 1 respectivement. Ainsi, il existe au plus 2p — 1 valeurs réelles a; telles qu'un
de ces polynomes est nul. Par conséquent, il existe une infinité de valeurs a; telles
que ces deux sommes sont non nulles.

Posons donc a; € R tel que ] = (ari) + im)? = 11 + 212i1im OU 11, 12 € R* sont
non nulles. On obtient donc que

2 (0) =&+ 1 = @11 + ariy + ian + Troltien.

p,C1

Comme les quatre vecteurs Q,;, (0), @pi,(0), Qpin(0) et Q2. (0) sont linéairement

p.ci
indépendants, on déduit que dim M > 4.

Supposons maintenant que p est pair mais que iy # 1 et ijiy, # +ix. Considérons
la méme constante c; ainsi que les deux nouvelles constantes ¢y = aqix + 1; et
c3 = aziy + iy, telles que b = X9 + Tooikd) et ¢ = w31 + T30iKim OU les composantes

To1, 99, T31, T3z € R* sont non nulles. Ces constantes existent par un raisonnement
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semblable au cas précédent. On a donc que

o (0) = £1 + i,

Q;,q (O) =211 +aii) +im + l’lgi]im,
2 o (0) = To1 + aziy + i1 + @ik,
123,03 (O) = T31 + a3ik + im + $32ikim.

De plus, posons ¢y = ix + i; + im. On peut calculer que

2,60(0) = Y1 + Yoix + y3i1 + Yaim + Ysikil + Yelkim + Yritim + Ygikiiim

ouy; € Retyg # 0. Par conséquent, considérant ces cinq derniers vecteurs ainsi que
les trois vecteurs (), (0), @1, (0) et Qpi,.(0), on voit qu’on peut trouver au moins

huit vecteurs linéairement indépendants dans M, c’est-a-dire que dim M > 8.
ii1) Finalement, supposons que p est impair. En utilisant de nouveau cg = iy + ij + im,
on peut calculer que

2 . . . e o s
@p.co = Utk + Ugly + Uzim + Usgikitim

ol u;j € R et ugs # 0. En considérant cette itérée ainsi que @, (0), @,4(0) et
Qp.iwm (0), on voit que dim M > 4. -

De ces derniers résultats, il est possible de trouver une base de 'espace It? (ix, i1, im ),
et ce, peu importe les hypotheses posées sur I'exposant p et sur les unités iy, i} et ip,.

Pour ce faire, la notion suivante d’algebre linéaire sera utile.

Lemme 4.1.6 (Théoréme 4.17 dans [20]). Soit deux espaces vectoriels Ey et Ey de di-
mensions finies. St E1 C FEy, on a dim Fy < dim E,. En particulier, si dim E; = dim Es,
alors By = Es.

Proposition 4.1.7

Soit n,p € N tels que n,p > 2 et considérons trois unités différentes iy, iy, im € I(n).

Considérons l'ensemble M = It (ix, i, im). Alors,
i) sip est pair et que iy = 1 ou ijiy = +ik, alors M = M(1,1},im) ;
i1) sip est pair mais que iy # 1 et ijiy, # +ik, alors M = S(ix, i1, im) ;

iii) sip est impair, alors M = M(ix, i1, im)-
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DEMONSTRATION. Posons M = It? (iy, iy, im)-

i)

i)

iii)

Supposons d’abord que p est pair. Alors, dans le cas ou iy = 1 ou ijiy, = +ik, on
peut démontrer que Q7°.(0) € M(1, i}, im) ¥m € N et Ve € T(iy, i1, im). En effet, on

vérifie facilement que

QW(O) = i ot et — c1 + coip + c3im siig =1,
Coly + C3im + iy Sl ijig = Fig,

c’est-a-dire que @Qp,.(0) € M(1, 1y, im). Ensuite, supposons que @Q7'.(0) € M(1, iy, im)
pour un certain m € N. On sait du lemme 4.1.3 que M(1, i}, 1i,,) est fermé sous la
multiplication et 'addition. Comme Q*(0) = ( ;’:‘C(O))p + ¢, on en déduit que
Qrr1(0) € M(1,i1,im). On conclut ainsi que Q7',(0) € M(1,i1,im) ¥m € N par le
principe d’induction, d’ou M C M(1, iy, im)-

De plus, on sait du lemme 4.1.5 que dim M > 4. Aussi, comme M C M(1, i}, im),
on sait du lemme 4.1.6 que dim M < dim(M(1,1i},iy)) = 4. Ainsi, on trouve que
dim M =4 = dim(M(1,i},ip)). Comme M C M(1,i},im), on en déduit du lemme

4.1.6 que M = M(1, iy, im).

Supposons maintenant que p est pair mais que iy # 1 et iji,, # Fix. On voit
facilement que @, .(0) € S(ik, i1,im). Ensuite, de maniere semblable au cas précé-
dent, on peut démontrer que Q}'.(0) € S(ix, i1, im) ¥m € N par induction puisque
S(ix, i1, im) est fermé sous I’addition et la multiplication selon le lemme 4.1.3. Ainsi,
M C S(ik, i1, im).
Par conséquent, on déduit que dim M < dim(S(ix, ij,im)). Du lemme 4.1.5, on
sait que dim M > 8 = dim(S(ik, ij,im)) et donc dim M = dim(S(ix, i1,im)). Sa-
chant que M C S(ik, i}, im) et dim M = dim(S(ix, i}, im)), on peut conclure que
M = S(ix, i1, im)-
Finalement, supposons que p est impair. On sait que @, (0) € M(iy, i1, im). De plus,
on a du lemme 4.1.3 que n* € M(ik, ij, im) lorsque n € M(i, i1, im) et M(ik, i}, im)
est fermé sous I'addition. Ainsi, on peut vérifier que @Q7'.(0) € M(iy, i1,im) pour
tout m € N, d’on M C M(iy, iy, im)-
On déduit donc que dim M < dim(M(ik, ij, i ). Du lemme 4.1.5, on sait aussi que
dim M > 4 = dim(M(iy, i1, im)), d’ott dim M = dim(M(iy, i1, ir,)). Etant donné que
M C M(ik, i1, im) et dim M = dim(M(iy, i}, im)), on conclut que M = M(iy, iy, im)-
[ |
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Ce théoréme permet donc de voir que 'espace It? (i, i1, im ) est engendré par seulement
quelques unités qui dépendent de iy, ij et iy,. Bref, pour trouver la base de It? (iy, i1, im ),
il suffit essentiellement de vérifier si p est impair et, dans le cas contraire, si une des trois

unités est 1 ou si une unité peut étre exprimée en fonction des deux autres.

4.2 Classes d’équivalence des coupes principales 7T

Les coupes tridimensionnelles principales des Multibrots tricomplexes M2 et M3 ont
déja été classées par Parisé [26]. 11 est possible de généraliser cette classification aux

Multibrots multicomplexes.

Proposition 4.2.1

Soitn,p € N tels quen > 2 et p € {2,3} et considérons i, i1, im, iq, ir, is € I(n) telles
que iy, i et iy, sont différentes deuz a deux et iq, iy et is le sont aussi.

*2 2 2 et

De plus, posons comme hypothése que iy = i7, if = i} et i}, = i

i) sip=2etix =1 ouiim = £ix, on pose alors comme hypothése que iq =1 ou
ipig = %iqg selon le cas;
i1) sip =2 mais ix # 1 et him # £ik, on pose que iq # 1 et ipis # £iq;
iii) sip =3, on ne pose aucune hypothése supplémentaire.

Dans chacun des cas précédents, on a que T (ix, i1, im) ~ 73 (iqs ir, is)-

DEMONSTRATION. Cette démonstration est principalement inspirée de preuves présen-

tées par Garant-Pelletier et Rochon [13] ainsi que Parisé [26].

Soit My = ItP(ix,i1,im) et My = It(iq, iy, is). Pour démontrer que 7; ~ 7z, on
considere séparément chacun des cas 1), 1) et iii).
i) D’abord, considérons le cas o p = 2 en posant I’hypotheése que iy = 1 ou
ijim = Zik. De la proposition 4.1.7, on sait que M; = M(1, 1}, im).

a) Si ik = 1, considérons des unités iq, ir,is € I(n) telles que iy = 1, i2

)
et i2 = i%. Ainsi, par la proposition 4.1.7, on sait que My = M(1,i,,is). Par

conséquent, considérons la bijection linéaire ¢ : My — M, telle que

@ (21 + Toly + T3im + T4ltim) = @ (21 + 2ol + 231 + 24deds) -
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On remarque que ¢(c) € T(1,i,,is) pour tout ¢ = ¢; +coij+c3im € T(1, i1, im)-
De plus, pour tout 7 = x; + xoi, +3is +x4iris € My, comme i = i2 et i3, = i2,
on peut calculer que
Q2.(7 (n) = (21 + ol + Tgim + Taltim)? + ¢1 + G2t + C3im,
= (2% + 231} + 2312, + 2372, 4 c1)
+ (22129 + 2232412, + )i
+ (22123 + 229241} + C3)im
+ (22124 + 22273)i1im,
= (2] + 232 + 2312 + 231212 + ¢))
+ (20129 + 2232412 + 2)i)
+ (22123 + 2292412 + €3)im

+ (2I1.134 + 21’2I3)i1im.
De la méme maniere, on trouve que

Q2,<p(c) (77) - (Il + inr + wBis + x4iris)2 +c + CZir + C3i57

2 2:2 242 2:2:2
= (2] + 3y + x3is + 23iis + )

+ (22179 + 2237412 + Co)iy
-+ (2%11’3 + 2&32$4i3 -+ Cg)is

+ (21’1%‘4 + 2I2I3)iris.
Ainsi, pour tout ¢ € T(1,1),1,) et tout n € M, on a que

(o Qoo™ )(n) = @(Qaele™ (M) = Qaipe)(1):

Par définition de la relation ~, on conclut donc que 7; ~ 7.

b) Lorsque iji,, = =ik, en plus des hypotheses ifl =i, i
pose que ipis = +iq. Ainsi, on a que My = M(1,i,,1s) et on peut considérer la

méme application ¢ : My — M, telle que
@ (11 + iy + T3im + Taitim) = 0 (21 + 22ir + 2315 + 24icds) -
Ensuite, on peut démontrer de maniéere semblable au cas précédent que
(00 Q209 ) (1) = Qe (1),
d’ou Ty ~ Ts.
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i1) Dans le cas ot p = 2 mais iy # 1 et iji,, # tik, on sait de la proposition 4.1.7 que

M, = S(ik, i1,im). En posant que i,is # *iq, on a aussi que My = S(ig, ir, is). Par

conséquent, on peut définir une bijection linéaire ¢ : M; — M, en posant

o(x1 + Tolk + x3i) + Taim + T5iki + eikim + T7iiim + sikiiim)

=1z + [L’Qiq + l’gir + [L’4is + l’5iqir + xquis + [L’7iris + [L’giqiris.

De plus, pour tout ¢ = ¢jix+coii+c3im € T(ix, i1, im), on voit que p(c¢) € T(iq, iy, is)-

Alinsi, en posant

n=2x+ inq + x3iy + w4is + xBiqir + x6iqis + wripds + fESiqiris € My,

22 2 22 a2 L :2 2
comme iy =iy, if = i} et i, = i, on peut calculer que

-1 . . . . .
Qa.e(07' () = (w1 + Taik + T30t + Taim + T5ikdy
2
+ Zelklm + T7lilm + xslklllm) + C1lk + 21 + C3lm,
(2 2:2 2:2 2:2
= (x] + 31y, + x3i] + x3iy,
2:2+2 24242 2,242 2:2:2:2
+ w5hid] + 25l + 27l + ashdiin)
+ (22129 + 2237517 + 2747612, + 27728112, + c1)ix
) . e .
21’1[E3 + 2$2$51k + 2I4$71m + 2$6$81k1m + 02)11
) .9 ) .
21’11‘4 + 2[L‘21761k + 21’3[1)711 -+ 2[L’5l’81k11 -+ C3)1m
25L’1$5 + 2!)3'21’3 + 21‘41‘8i3n + 2I6.’L'7i3n)iki1

+
(
(
(22126 + 20924 + 2237817 + 205271} )ikim
(22127 + 22374 + 2002815 + 2257611 )ilim
(

2%1&38 + 2.112377 + 2333376 + 2%4&35)iki1im,

242
+x21 +x31 + a1

20202 | 20200 20200 202090
w5igi; + wgigds + w7iis + agigicic)

21’1[132 + 2[L‘3]75i + 21’41‘61 -+ 2$7I’8131§ + Cl)i
21123 + 21’21751 + 2147712 + 2:1:69681 2 4+ )iy

2x174 + 2902;1:61 + 2237712 + 2:U5x81 2 4 ¢3)im

22126 + 22974 + 2032812 + 2057712 )ikim

+
+
+
+
+
= (z7
+
+
+
+
+
4
+ (22127 + 2324 + 2003812 + 205761 ) itim
+

(
(
(
(22125 + 2913 + 2042812 + 26712 )ik
(
(
(

21’11‘8 —+ 21‘21’7 + 2[L’3l’6 + 21’4[L‘5)iki1im.
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De la méme maniere, on trouve que
QQ,@(C) (7]) - (5(71 + $2iq + x3iy + 24is + x5iqir
+ Toqls + Trirs + Tsiqirds) + criq + ol + e,
= (af + 23 + 2317 + 231

+ x§12 i2 + 3%12 i2 + 31,%12 i2 + x§12 1212)

alrls
+ (27129 + 2237512 + 2047612 + 277081212 + 1 )ig
+ (2zq23 + 2x2x5i2 + 2z427i2 + 2x6x8iii§ + )iy
+ 2z + 2x2x6i2 + 2232712 + 2x5x8i2if + ¢3)is
+ (22125 + 22975 + 2247812 + 2x6x7i§)iqir
+ (22176 + 22974 + 27375812 + 2257712 )igis
+ (2zy27 + 2w324 + 29523138i(2]l + 2:zc5x6i(21)iris
+ (22128 + 2@907 + 223%6 + 22475 )iglyls.
Ainsi, on conclut que, pour tout ¢ € T(ix, ij,im) et tout n € M, on a que
(90 Qaeo ™)) = @(Qaelp™ (M) = Qo (),
c’est-a-dire que Ty ~ Ts.
i7i) Finalement, considérons le cas ou p = 3. De la proposition 4.1.7, on sait que M,
et M, sont tels que M; = M(i, i1,im) et My = M(iq, iy, is). Ainsi, considérons la
bijection linéaire ¢ : M; — M, telle que
@ (21ik + T2l + T3im + Taikiiim) = 1dq + Zalr + 23is + Taiqiris.
Il est évident que ¢(c) € T(iq, i, is) pour tout ¢ = c1ix + coiy + c3im € T(ik, i1, im)-
De plus, en posant 1 = x1iq + oiy + 23is + 24igiris € Ms, on peut calculer que
Qs.(¢7 () = (w1ik + Zaly + T3im + Taikiiim)® + c1ik + cod1 + c3im,

242202
= (233 + 3wy233] + 3712312, + 3T 23ipiTis, + 6mowsTaitin, + )ik

2:2:242 .
+ (231} + 3Taoiy + 3wox3il, + dwomiipitis, + 67131 4ipis, + C2)i)

+ (2313, + 3atwsiy + 3xiwsi} + 3wswiipitiz, + 62 wowaipis + c3)im
+ (a:ililf fn + 3x1:1:41k + 3;521’411 + 39533:41 + 6212973 ikilim,

= (15 + 3a123i; + 3wy x3i; + 3wy qlrls + 62923741212 + 1 )ik

+ (25i2 + 3:619[:21 + 3797312 + 3973 q i2i2 + 6:(:13:3:641 i2 4 cp)iy

+ (23i2 + 3x1x31 + 3z5x3i2 + ngxilzlzl + 6x1x2x41 i2 4 ¢3)im

2 .2
(1’41qlrls + 3x1x41 + 3x5w4i2 + 3237412 + 6217973 )ikitim
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-2 o -2 -2 _ |2 02 _ -2 A
car i =iy, if = ij et ij, = i5. De méme, on calcule que

Q3,0(c)(N) = (1igq + @oir + 2315 + T4iqicis)” + c1igq + coir + c3is,
3:2 2:2 2:2 2:2:2:2 £2:2 .
= (wyig + 3wywpi; + 32231 + 3z127i 1S + 6m0msz4ici; + c1)ig
3:2 2 .2 2:2 2:2:2:2 :2:2 .
+ (w5iy + 3x7Taiy + 3wox3is + 3wowii il + 6r12314igiS + 2)ir

32 2. 2 2. 2 2:2:2.9 2242 .
+ (a35is + 3riwsiy + 3riwsiy + 3wsayiyiciy + 6x12924igiy, + c3)is

3:2:2:2 2, 2 2, 2 2. 2 s
+ ($4lqlrls + 3xix4ig + Bwyaaiy + 3wsrail + 6212273)iqiris.

Ainsi, Vn € M; et Ve € T(ik, i1, im), on trouve que

(90 Qsc00™)(10) = 0(Qsel™ (1)) = Qap0)(1)-

Par définition de la relation ~, on conclut donc que 77 ~ 7s. [ |

Le dernier résultat permet de classer les coupes principales de M? dans les cas
particuliers ou p = 2 et p = 3. La proposition suivante a pour but de généraliser cette

classification au cas général ou p > 2.

Voici d’abord l'idée de la preuve. En utilisant la proposition 4.1.7, on peut assez
intuitivement définir un isomorphisme ¢ : M; — Ms, qui dépend des hypothéses posées
sur l'entier p et les unités iy, i, im, iq, ir et is. La partie délicate de la démarche est de
s’assurer que ¢(n?) = (n)P dans chacun des trois cas présentés a la proposition 4.1.7.

Par la suite, on vérifie directement que

(00 Qpeo™)(n) = Qpye)(n)
pour tout ¢ € T(ix, i}, im) et n € My, d’ou la conclusion voulue.

Lemme 4.2.2. Soitn € N tel que n > 2 et considérons des unités i, i1, im, iq, ir, is € I(n)
telles que ik, iy et iy, sont différentes deuxr a deux et iq, iy et is le sont aussi. De plus,
posons i?l =i i2=il etiZ=1i%.

Soit My = ItP(ix, i1, im) et My = ItP(ig, ir,1s) et considérons la bijection linéaire
w: My — My définie comme suit :

i) Sip est pair et ix = 1 ou ijiy, = £ix, on pose iq = 1 ou iyis = %iqy selon le cas et

on définit que

@ (21 + @l + T3im + Taiim) = 21 + Tody + 2315 + 24iris.
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it) Sip est pair, mais ix # 1 et Liim # £ik, on pose iq # 1 et iyis # £iq et on définit

©(x1 + 2oik + 23l + Taim + 5ikdl + Teikim + 27iiim + Tsikiiim)

=21+ IEQiq + $3ir + .’134is + $5iqir + [L’quis + $7iris + $8iqiris-
iii) sip est impair, on pose
@ (l’lik + ﬂfgil + ngim + $4iki1im) = QJliq + {EQir + Qigis + .’L’4iqiris.

Dans chacun de ces cas, ¢ est une bijection linéaire telle que ¢ (T (ik, i1im)) = T(iq, ir, is)

et o(nP) = p(n)? pour tout n € M.

DEMONSTRATION. En se référant a la proposition 4.1.7, on voit facilement que ¢ est une

bijection dans chacun des trois cas. Aussi, il est évident que ¢ (T (ix, iim)) = T(iq, ir, is)-

De plus, a partir du lemme 4.1.3, on sait que n? € M; pour tout n € M, ce qui veut
dire que ¢(nP) est toujours défini. De méme, on sait que ¢(n)? € M,. La partie la plus

ardue est de vérifier que I'égalité p(nP) = ¢(n)? est toujours respectée.

i) Dans le premier cas, on vérifie d’abord que ¢(n - () = ¢(n)p(¢) Vn,( € M;. En

effet, posons
n =]+ Tl + T3im + Taltim €6 ¢ = y1 + Yoli + Y3im + Yaitim.
On a alors que

50(77) =T + :BQir + x3is + x4iris et SO(C) =0 + y2ir + y3is + y4iris-

Puisque i} = i2 et i3, = i2 par hypothése, on calcule que

p(n-C) = @(wlyl + Zaypl] + waysin, + vaysiis,
+ (12 + Tay1 + T3yain, + Taysiz,)i
+ (21y3 + T3y1 + Toyai] + Tayoi])im
+ (z2y3 + x3ys + T1Ys + x4y1)i1im),

= Ty + Toyoly + T3yl + Tayaiis

+ (21Y + Toy1 + T3yais + T4y3ild)ir
+ (21y3 + T3y1 + Toyaly + Tayoiy)is
+ (x2ys + T3y2 + T1Ya + Tayr )icds,

= 0(mp(Q).
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En substituant ¢ par 7, on vérifie que ¢(n*) = ¢(n)%. Ensuite, supposons que

©(n?) = ¢(n)P pour un certain p pair. On trouve donc que

o) =" - 7°) = o(P)e(n?) = (n)Pe(n)® = (n)"*.

Conséquemment, par induction sur les entiers pairs, on conclut que p(n?) = ¢(n)?

dans ce cas-ci.

Le deuxieme cas se démontre de maniere semblable au premier cas. En effet, il est
possible de vérifier, avec des calculs un peu plus laborieux, que ¢(n-¢) = ¢(n)p(C)
pour tout n,( € M;. La preuve se termine ensuite en utilisant le principe d’induc-

tion sur les entiers pairs.

Le dernier cas ne peut pas étre démontré comme les deux premiers. Effectivement,
pour tout 7, € My = M(iy, i1, im), le produit n - ¢ n’est pas toujours dans M, ce
qui veut dire que ¢(n - () n’est pas toujours défini. Cependant, on sait du lemme
4.1.3 que n? € M; pour tout entier p > 3 impair. Ainsi, on peut arriver a la

conclusion voulue par induction sur les entiers p > 3 impairs.

Posons n € M tel que
1 = 21ik + Toll + T3im + T4ikiiim.
Alors,

() = x1iq + oy + T3is + Taigiris.

Considérons d’abord le cas ot p = 3. Comme i = i, if = i} et i}, = iZ, on calcule

que

. . . N
(1K + 2211 + 23im + T4ikiiim) ) ,

2423252
((xllk + 3x1251] + 3x12312, + 3T1aiipitis, + 620wswaiTi, )ik

3:2
211
3:2 .2 : 2424242
(2312, + 3x3w3iy, + 3w5w3i; + 3w3a]ipiyis, + 6212974i41] )im
3:2:2s

4

21r

¥

¥

+ (231} + 3a3x0iy + 3ox3i2, + dweriipitis, + 61 w3w4inis, )il
+

+ (23R itis, + 3ziasiy + 3x5aai) + 3z5a4is, + 6x1x2x3)1k111m),
(

1<2:1 + 3:1:1.:1:2 + 3:1:1:15 + 3951;15 qlrls + 6x2x3x412 2)iGl
+ 322 .CCQI + 3xox312 + 3x027i qlrls + 6x1x3x41 i,

121712 4 621201412 12)is

:2:2

1
( 3

(2312 4 BaTwsil + adasiy + dwsxiil
(221712 4 Batwdl + 3ada4il + 3a3w4il + 6312923 igiris,

+2
l’lq
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Supposons maintenant que ¢(n”) = ¢(n)? pour un certain entier impair p > 3. Par

le lemme 4.1.3, nous avons que
7" = yiik + Yol + Y3im + Yaikiiim.
Ainsi,
o) = yiiq + yolr + ysis + yaiqiris.

De plus, on calcule que

Pt =P ((xllk + 23] + 23id, + 27ipifiz) + (201m9 + 2w3w4il )ik

+ (2%1233 + 2132374112)11{1“1 + (21‘21’3 + 2x1:1:4i12()i1im),

<y1 (232 + 2217 + 232 4+ 232IH2) + yo (22120 + 2w3m4i2))iT
+ Y3 (22125 + 2292417 )12, + ya(20m3 + 201 1417 )i] m) ix

+ (yg(xllk + 231} + 231, + Thigitis) + y1 (27139 + 2732415, )in
+ ys (22125 + 2091437 iniZ 4 y3 (22075 4 2212418 )i, )11

+ (y3($11k + 23i] + 2313, + 2iifid) 4+ ya (201w + 2x324id) )itis
+ 41 (22173 + 2202417 )iy + Yo (22073 + 2x1$4ii>il2>im

+ (y4(x11k + 231} + 2315, + Tiigitin) + ys(221 29 + 2732412,)

+ y2(2$1$3 + 2[)321]4112) + yl(QZL'QIg + 2x1$4ii))1kllim
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. . |2 _ -2 -2 . -2 02 .
Ensuite, puisque iy =iy, if =i, et i;,, =1

2
S

o 2) = (yl(xfig 232 4 222 + 2222) + yo(200my + 20524122
—+ y3(2(L’1ZE3 + 2x2x4112.)1§ + y4(2x2x3 -+ 2$1$4ii)12i§> iq

+Qmﬁﬁ+@ﬁ+@ﬁ+ﬁﬁﬁ@+w@m@+2%u©@
+ Ya (20125 + 2wamaiy )inil 4 y3(2w0w5 + 2x1x4ig)i§>ir

2:2 | 02:2 2.2 | 2:2:2:2 $21:2:2
+ (yg(:vllq + iy + 23ig + vigiciy) + ya(2m1 0 + 2237417 igi;

+ U1 (2]31.T3 —+ 2.7)}75413)12 + y2(2x2x3 + 21‘11’412)i3) is

+@mﬁﬁ+ﬁﬁ+ﬁﬁ+ﬁﬁﬁ@+%@mm+2mm©

+ y2(2x11:3 + 2&721‘413) + y1(2x2:v3 + 2$1$4i3))iqiris,
= p(nP) - ((:cfifl + 257 + 3i7 4 aJiNiN0) + (2017 + 2032413 )igiy

+ (22173 + 2297412 )igls + (27073 + 2x1x4i§l)iris>,

= ()" - p(n)* = p(n)"*>.

Par conséquent, lorsque p est impair, on a que ¢(n?) = @(n)? pour tout n € M;.

Ainsi, dans tous les cas, on peut conclure que 1'égalité p(n?) = p(n)P est vérifiée Vi € M;.
|

Proposition 4.2.3

Soit n,p € N tels que n,p > 2 et considérons des unités iy, iy, im, iq, ir, is € I(n) telles

que iy, iy et iy sont différentes deuz a deux et iy, iy et ig le sont aussi.

2 :2 2

De plus, on pose comme hypothése que iy, =i, if =i7 et i, = i2. Aussi :

i) sip est pair et ix = 1 ou ijim = %ik, on pose alors comme hypothése que iq =1
ou ipis = £iq selon le cas;
i1) sip est pair mais iy # 1 et ijim # *ik, on pose que iq # 1 et i,ig # *ig ;
i1i) sip est impair, on ne pose aucune hypothése supplémentaire.

Dans chacun des cas précédents, on a que T (ix, i1, im) ~ T3 (iq, ir, is)-
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DEMONSTRATION. Soit My = It? (i, i1, im) et My = It (iq, ir, is). A partir des hypothéses
mentionnées dans la proposition, on voit directement du lemme 4.2.2 qu’il existe une
bijection linéaire ¢ : My — My telle que ¢ (T(ik, i1, im)) = T(iq, ir. is) et p(n?) = p(n)?
pour tout n € M;. Ainsi,

(90 o Qp,c) (77) =¥ (np + C) = 90(77)p + (,O(C) = (Qp,go(c) o 90) (7]) Vn € M,
< (‘P ©Qpeo %0*1) (n) = Qpwe)(n) YN € M.

Par conséquent, 7; ~ 75 par définition de ~. |

4.3 Optimalité de ’espace tricomplexe

A la derniére section, une classification générale des coupes tridimensionnelles prin-
cipales des Multibrots MP a été établie. Cependant, les différentes classes n’ont pas été
trouvées de maniere explicite. Dans cette section, on vérifie que toutes les dynamiques
tridimensionnelles, & une exception pres, peuvent étre trouvées dans I'espace TC. Autre-
ment dit, toutes les classes d’équivalence de la relation ~, a I'exception d’une seule, ont

un représentant 7 dans l’espace tricomplexe.

Avant d’aller plus loin, on attribue une notation particuliere a certaines unités de
I(n).

Définition 4.3.1 — Unité hyperbolique
Soit n € N tel que n > 2. Les unités j € I(n) telles que 52 = 1 sont dites hyperboliques.

On note de la maniere suivante les unités hyperboliques tricomplexes :
J1 = 11l9; Jo = 1113; J3 = 1213.

De plus, on définit une quatrieme unité hyperbolique j, := i1i4.

La prochaine proposition a donc comme objectif d’énumérer les classes d’équivalence

et de leur trouver un représentant.
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Proposition 4.3.2

Soit n,p € N tels quen > 4 et p > 2. Le Multibrot MP posséde neuf dynamiques

tridimensionnelles lorsque p est pair et quatre lorsque p est impair.

DEMONSTRATION. Pour trouver les différentes dynamiques tridimensionnelles, il suffit
de trouver les classes d’équivalence de la relation ~. Pour ce faire, on énumere tous les

cas possibles a l'aide de la proposition 4.2.3.

Soit iy, iy, im € I(n).
i) Dans le cas ou p est pair et ix = 1 ou ijiy, = +iy :
e Siiy =1 et ij et iy, sont imaginaires, alors T?(iy, iy, im) ~ T?(1, i1, 2).
e Si iy = 1, une des unités i} ou iy, est imaginaire et 'autre est hyperbolique,
alors TP (i, i1, im) ~ TP(1, 41, j1).
e Siix =1 et i et iy sont hyperboliques, alors TP (iy, i1, im) ~ T?(1, j1, j2)-
e Siix # 1 et ijiy,, = +iy, on peut s’assurer qu’il n'y a que deux sous-cas
possibles : soit on a deux unités imaginaires et une hyperbolique, soit on a trois

unités hyperboliques. En effet, si iy, ij et iy, sont toutes imaginaires, on voit que
iZi2 =1+# —1 =i, ce qui est en contradiction avec I'hypothése ijiy, = +iy.
De méme, en supposant qu'une des unités iy, i, ou iy, est imaginaire et que
les deux autres sont hyperboliques, on arrive a une contradiction de maniere

semblable. Ainsi,
— si, parmi iy, i et i,,, deux des unités sont imaginaires et la troisieme est
hyperbolique, on a que TP (iy, iy, im) ~ T* (i1, 12, j1) car iyis = ji;
— si les trois unités iy, ij et iy, sont hyperboliques, comme j;j, = —J3, on a
que TP(ix, i1, im) ~ T?(j1, J2, J3)-
i1) Dans le cas ou p est pair mais iy # 1 et ijiy, # Lik :
e Si iy, ij et i, sont imaginaires, alors TP (ix, i1, im) ~ TP (i1, 92, i3).
e Si deux des unités sont imaginaires et l'autre est hyperbolique, on a que
TP (ix, i1, im) ~ TP(i1, 12, jo) car iyiz # £Ja.
e Si une des unités est imaginaire et les autres sont hyperboliques, on a alors

que Tp(ik7 i17 im) ~ Tp(ibjlan)'
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e Si les trois unités iy, i et iy, sont hyperboliques, comme jijo # +j4, alors

TP (i, i1, im) ~ TP(J1, J2, Ja)-
i1i) Dans le cas ou p est impair, on sait de la proposition 4.2.3 qu’il n’est pas nécessaire
de faire la distinction entre les unités hyperboliques et réelles : elles ne changent

pas la dynamique tridimensionnelle.

e Siiy, i et iy, sont imaginaires, alors T?(iy, i1, im) ~ T? (i1, i2,13).

e Si deux des unités, supposons i et iy, S.p.g., sont imaginaires tandis que if = 1,
alors TP (i, i1, im) ~ TP(1,141,142).

e Si une unité, supposons ij s.p.g., est imaginaire tandis que i} = i2, = 1, alors
TP(ix, i1, im) ~ TP(1,41,51)-

e Siiy =1if =i =1, alors TP(ix, i1, im) ~ T?(1, j1, J2).

Des cas i) et ii), on obtient donc qu'il existe neuf dynamiques tridimensionnelles

différentes lorsque p est pair et, du cas iii), on voit qu’il n’en existe que quatre lorsque

p est impair. |

De la démonstration précédente, on peut remarquer que, a une exception pres, les
représentants de toutes les dynamiques sont des coupes dans TC. En effet, a I'excep-
tion de la coupe TP?(j1, jo, J4), toutes les coupes considérées dans la démonstration sont

engendrées par des unités de I(3).

Malgré qu’on ne puisse pas trouver toutes les dynamiques tridimensionnelles dans
'espace tricomplexe, il est tout de méme possible de démontrer que la coupe T?(j1, Jo, ja)
est liée a la coupe TP(1, ji, j2), appelée I Airbrot, par une transformation affine. En effet,
il a déja été démontré dans [13, 27] que I’Airbrot est un octaeédre régulier. On peut en

faire de méme pour la coupe T?(j1, j2, Ju)-

Proposition 4.3.3

Soit l’entier pair p > 2 et considérons la coupe principale TP (j1, j2, ja), 0U j1 = i1is,

Jo = i1tz et jy = i1i4. La coupe T correspond d l’octaédre régulier

—1
Tp(]'1,j27j4) = {Cljl + CcaJo + 374 : |Cl| + |C2| + |C3| < b P }
pr=




98 CHAPITRE 4. CLASSIFICATION DES COUPES PRINCIPALES

DEMONSTRATION. Soit ¢ € M(4). Rappelons que, de la proposition 2.1.3,
M = My X, My

Ainsi, c € MY ssic,, € M et c5, € M5. Autrement dit, pour que ¢ soit dans le Multibrot
B, 1l est nécessaire et suffisant que ses composantes idempotentes soient dans M%. En

procédant récursivement, on déduit que

ce M} & ¢y, c5, € M5,
p
= Cyzvar CraTar Coavar CTa7, € Mo,

B _ L L L P
< Cyavanar CrvavaTar CroTsvar Cra¥s7s Cravamas Cavs¥ar CaTsvar Coa7s7s € M,

c’est-a-dire que ¢ € MY ssi ses composantes idempotentes complexes sont toutes dans

M.

Posons ¢ = c¢1J1 + caJo + ¢c3J4 = ciiie + Cotqi3 + c3i114. En exprimant ¢ sous sa

représentation idempotente, on trouve que

c = (c1irip + cptriz — c3iviz)ya + (Criria + c2tris + c3i113)7y,

= (11192 — Colyia + C3i102)Y3Ya + (C1i192 + Catria — C3i102)Y3V4
+ (criviy — cairia — C3iniz)V3Yy + (Crinia + coiria + C31102) Y37y,

= (—c1irty + colrty — c3i1t1)Yoy3a + (Cr91%1 — Coliriy + C3i101)FoY37Va
+ (—e1iriy — coiriy + c3irin)y2Y3ya + (Criniy + Catriy — C311%1)747374
+ (—criviy + catriy + c3ivin) Y237, + (C1i1i1 — Cotrin — €3i111)727374
+ (—ciiriy — epirin — c3i191)727374 + (Cri1iy + Catriy + €3i11)VoV37 4,

= (1 — 2+ c3)9ey37a + (=1 + 2 — ¢3)72 V374,
+ (14 2 = e3)72V371 + (a1 — 2 + ¢3)V2 7374,
+ (c1 — 2 — ¢3)727374 + (—e1 + 2 + ¢3)7273 7
+ (c1 4 c2 + c3)72V37s + (=1 — e — &3) Vo V3 7a-

Ainsi, on déduit que

¢ € TP(j1,J2, Ja) & £e1 g ez € MY,

On remarque que les composantes idempotentes complexes de ¢, c’est-a-dire les

nombres £¢; & ¢o £ ¢3, sont en fait réelles. Aussi, il a été démontré dans [27] que l'inter-
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section entre laxe réel et MY est Uintervalle fermé

MPAR = |27 B2
prt
Par conséquent,
» i p—1
+c ey tes €M1<:>—2P—1 <t xesteg < —

pr-t

1 —1
@M+MH®9m&$ﬁp}
prt

On trouve ainsi le résultat voulu puisque 25— < 271 pour tout entier p > 2. En

pP—1

1
effet, on sait que 2»—1 > 1. Aussi, la suite {pp}f;l est croissante, d’ou

p—1P'<p & p-1<pr & — <1

1

pour tout p > 2. Ainsi, 25~ < 1 < 25-1 pour tout p > 2. |

pr~1

Ainsi, la coupe T?(j1, 2, ja) est, tout comme 1’Airbrot, un octaedre régulier. Malgré
que ce ne soient pas des octaedres de mémes tailles, on en déduit qu’on peut trouver
une transformation affine d'une coupe a 'autre. De cette observation découle le prochain

résultat.

Proposition 4.3.4

Pour toute coupe tridimensionnelle principale TF (ix, i1, im) du Multibrot MP. il existe
une coupe principale tricompleze Ty (iq,ir,1s) € TC et une transformation affine ¢
telles que o(T1) = Ts.

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que p est pair, iy # 1, iji, # ik et que les
trois unités iy, iy et in, sont hyperboliques. Considérons aussi les coupes 77 (1, j1, j2) et

7?(j17j2a.j4) et posons Ml = Itp(ik7ila lm) et M3 = Itp(j1>j2a.j4)~

De la proposition 4.2.3, on sait que 7; ~ 7T3. Ainsi, par la proposition 3.3.1, il existe

une transformation linéaire ¢ : M; — Mj telle que ¢1(77) = T5. De plus, comme T3 et
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T5 sont des octaedres réguliers dans les espaces tridimensionnels T (71, jo2, j4) et T(1, j1, j2)
respectivement (proposition 4.3.3 et [13, 27]), on en déduit qu’il existe une transformation
affine @y : T(j1, Jo, J1) — T(1, 71, j2) telle que wo(T3) = Ta. Ainsi, ¢ = g 0 1 est une
transformation affine telle que

90(7'1) = 2 (901(7'1)) = 902(75) =T,

d’ou le résultat voulu dans ce cas-ci puisque 75 C TC.

En se référant a la démonstration de la proposition 4.3.2, on voit que, dans tous les
cas a I'exception de celui présenté précédemment, il existe une coupe 7o C TC telle que
Ti ~ Ts. Ainsi, on déduit directement de la proposition 3.3.1 qu’il existe une transfor-
mation linéaire ¢ telle que ¢(7;) = T C TC. [

Le dernier résultat permet de voir que toutes les coupes principales de M?P peuvent
étre observées dans l’espace tricomplexe, & une transformation affine pres. Autrement
dit, en explorant les coupes principales de M? il serait seulement possible de trouver

des images de coupes tridimensionnelles pouvant étre obtenues par une composition de

réflexions, de rotations, de translations, de dilatations et de transvections [8, 25].

D’ailleurs, pour deux coupes 7; et Ty équivalentes, on constate dans les preuves de
ce chapitre que l'isomorphisme ¢ : M; — M, liant ces deux coupes semble toujours
étre un isomorphisme isométrique. La relation ~ implique donc vraisemblablement une
isométrie entre les coupes, comme mentionné a la fin de la section 3.3. Ainsi, si on pouvait
démontrer formellement ce constat, on pourrait en déduire que toutes les coupes, excepté
celles équivalentes & T?(j1, J2, j4) OU p est pair, sont isométriques a une coupe tricomplexe.

Toutefois, cette question demeure ouverte.

4.4 Caractérisation du Métabrot

A partir des images présentées aux figures 4.1c et 4.2d, on vérifie que la coupe
TP(1,j1,j2) est un octaedre régulier. Ce constat a été démontré par Parisé, Ransford
et Rochon [27] dans le cas o p est pair et par Parisé et Rochon [29] lorsque p est im-
pair. Cependant, une autre coupe, le Métabrot T?(iy,1i2,13) qui est présentée a la figure

4.1f, semble aussi étre un octaedre, mais ayant une frontiére fractale. Parallelement, son
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(e) T2(j1, j2, J3)

(f) T?(i1, i2,43) (g) T2 (i1, 12, j2) (h) 73(i1, 41, j2)

FI1GURE 4.1 — Coupes tridimensionnelles principales de I’ensemble de Mandelbrot géné-
ralisé tricomplexe M3
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(a) T3(iq,12,13) (b) T3(1,1i1,1i2)

(c) T?(1,41,51) (d) T3(1, j1, j2)

FIGURE 4.2 — Coupes tridimensionnelles principales de M3
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analogue d’ordre p = 3, la coupe T3(i1, is,i3) présentée a la figure 4.2b, semble étre un

octaedre parfaitement régulier. Le résultat suivant permet d’éclaircir ce phénomene.

Proposition 4.4.1

Soit p € N tel que p > 2. La coupe TP(iy,1i2,13) correspond a ’ensemble
TP(i1,49,13) = {c111 + colo + c3i3 1 (Fep o £ e3)ip € MY}
Conséquemment, TP (i1,1i2,13) est contenue a l'intérieur de l'octaédre régulier
{c191 + coio + 313 : |er] + |ca| + |es] < M}

ou M =max{y € R : yi; € M},

DEMONSTRATION. La preuve est similaire a celle de la proposition 4.3.3. Pour tout
¢ € M(3), on sait de la proposition 2.1.3 que
ce Ms & ey, 05, € M3,
< Cryavss CraTyr CRavsr G775 € Mlly’

c’est-a-dire que ¢ € M% ssi ses quatre composantes idempotentes complexes sont toutes
dans M7.

Posons ¢ = ¢1i1 + c9io + c3i3. La forme idempotente de ¢ est

c = (c1iy + caly — c3i2)y3 + (criy + coiz + c302)73,
= (c1i1 — Coiy + c3i1)y2ys + (crin + cat1 — c301) 793
+ (c1in — eain — c311)7273 + (crin + c2in + €3i1) V273,
= (c1 — e+ c3)iry2ys + (a1 + 2 — ¢3)i1 7273
+ (1 — 2 — e3)i17273 + (1 + o + €3)i17973.

Par conséquent,

cE Tp(il,ig,ig) = (Cl *co £ 63) 1 € le)

De plus, on sait que z € M} & z € MY, cest-a-dire que MY est symétrique par
rapport a axe réel [26]. Ainsi, yi; € M} & —yi; € MY pour tout y € R. On en déduit
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(b) M3 (c) M3
(e) MS (f) MT

(a) M}
FIGURE 4.3 — Multibrots complexes avec axes réel et imaginaire

-

(d) M7

que

c € TP(iy,02,13) < (c1 £ 2 £ e3) 1 € MY,
=4 (:l:Cl + Co + 03) 7;1 € lej

En particulier, on a que (|c1] + |ca| + |cs]) i1 € M7. En posant

M :=sup{y € R : yi; € M},
=max{y € R : yi; € M{} par la compacité de MY,

on voit que |c1| + |co| + |e3] < M pour tout ¢ € T. [ |
La derniere proposition permet d’expliquer intuitivement pourquoi l'octaedre formé

par la coupe TP (iy,1i9,i3), ot p est pair, est fractal. En effet, a la proposition 4.3.3, ou

on démontrait que la coupe TP(j1, j2, j4) est un octaedre régulier lorsque p est pair, on
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pouvait déduire que

¢ € TP(j1, Jo, Ja) & £c1 £ ey £ c3 € M,

1 p—1
S =21 < dcpEeptez < —5—
prt
1
car MPNR = |—27-T, ”_pl] est un intervalle connexe. De cette observation, on pouvait
pP—1

conclure que T*(j1, jo, j4) est un octaédre régulier. Cependant, pour la coupe TP (iy, iz, i3)
lorsque p est pair, I'intersection M} N Ri; du Multibrot et de 'axe imaginaire n’est pas
un intervalle connexe : elle est I'union de plusieurs intervalles de Ri; (voir figure 4.3).
On ne peut donc pas arriver a la méme conclusion, d’ou 'aspect fractal de TP?(iy, iz, i3)
lorsque p est pair. Au contraire, lorsque p est impair, l'intersection M} NRi; est constituée
seulement d’un intervalle connexe de la forme [—M, M] ou M > 0 [2]. Ainsi, dans ce cas,

on déduit que

CGTp(il,iQ,ig) @—MS :tClzl:ngl:Cg SM,

& Jer] + [eo] + [es] < M,

d’ot la régularité de l'octaedre TP(iy,i9,13) lorsque p est impair.






Lancer de rayons

Maintenant que les coupes tridimensionnelles ont été analysées, on présente dans ce
chapitre comment les visualiser. Pour ce faire, on utilise le lancer de rayons, une technique
de synthese d’image [1, 15]. Pour générer un objet en trois dimensions & 'aide de cette

technique, il est nécessaire de connaitre la distance entre 'objet et un point extérieur.

Une grande partie de ce chapitre est donc consacrée a I'approximation de la distance
entre un point et une fractale. Les résultats énoncés sont, pour la plupart, obtenus en
généralisant des résultats de Martineau [21], Martineau et Rochon [22] ainsi que Dang,
Kauffman et Sandin [9].

5.1 Distance d’un point a une fractale complexe

L’utilisation du lancer de rayons pour générer les fractales multicomplexes nécessite
d’étre en mesure d’estimer la distance entre une fractale et un point a I'extérieur de
celle-ci. Pour ’estimer, on trouve d’abord une approximation dans le cas complexe pour

ensuite la généraliser au cas multicomplexe.

Définition 5.1.1 — Distance entre un point et un ensemble

Soit n € N* et considérons un ensemble X C M(n). La distance entre un point

¢ € M(n) et 'ensemble X est

d(¢, X) = inf{|ln = Cll» : ne X}

Etudions d’abord la distance entre K7, et un point complexe zy ¢ KY.. Pour la

calculer, on utilise une transformation conforme, c¢’est-a-dire une bijection biholomorphe,
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qui envoie I'ensemble C\KY . sur C\B;(0,1). Pour tout entier p > 2 et pour tout ¢ € C
tel que IC7, est connexe, il a été démontré par Milnor [24] ainsi que Douady et Hubbard
[11] qu’une telle transformation ¢, : C\K7 . — C\B;(0, 1) existe.

Lemme 5.1.2 (Théoreme du module maximum [14]). Soit un domaine ouvert U C C
et considérons une fonction holomorphe f : U — C. Il existe un nombre zyg € U tel
que |f(z0)] > |f(2)| pour tout z € U ssi f est constante. Autrement dit, toute fonction
holomorphe non constante f ne posséde aucun maximum sur son domaine ouvert U. En

particulier, si U est borné, f atteint son maximum a la frontiére de U.

Théoréme 5.1.3 — Représentation conforme de C\K7

Soit p € N tel que p > 2 et ¢ € C tel que K, est connexe. Il existe une bijection
biholomorphe ¢, : C\KY . — C\By(0,1) telle que

i) |@pe(2)] = 1 lorsque z — 6/@13,0 E

i) ¢pe(2) ~ 2z lorsque z — o0 ;

)
111) Opc(Qpe(2)) = dpe(2)? pour tout z € C\KY . ;
)

1

i) ¢pe(z) = lim ( ;”C(z))ﬁ, ot la limite converge uniformément sur C\KY .
m—0o0 ’ )

Remarque. Rappelons que, pour un sous-ensemble A C E d’un espace topologique F,

0A représente la frontiere de A.

(2)

Remarque. La notation ¢, .(z) ~ z signifie que Ppe(2) 1
z

DEMONSTRATION. L’existence de la fonction est démontrée par Milnor [24] ainsi que
Douady et Hubbard [11]. Aussi, les propriétés ii) & iv) sont prouvées par Milnor (voir
section 9 dans [24]).

Pour démontrer la propriété i), on pose W(z) = % Comme ¢, . est biholomorphe

®p,
et non constante, il en est de méme pour W. Ainsi, pai le théoreme du module maximum,
on sait que |W| ne posséde aucun maximum sur son domaine C\KY .. Son maximum est
donc atteint soit lorsque z — oo, soit lorsque z — 0K7 .. Cependant, lorsque z — oo, on
voit de la propriété ii) que

1
Ppe(2)

1

z

(W(2)| =

Y

— 0,
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d’out [W(z)| — 0. Nécessairement, on déduit donc que |W (z)| est maximal, ou encore que
|pp.c(2)| est minimal, lorsque z — OKY .. Ainsi, comme inf{|¢,.(z)| : z € C\K]_.} =1,
on conclut que |¢,.(z)| — 1 lorsque z — 0KY .. |

A partir de ®p.c, il est possible de définir une fonction potentiel G' qui associe un

nombre réel positif a tout point a I'extérieur de KF .

Théoréme 5.1.4 — Fonction de Green associée a KF,

Soit p € N tel que p > 2 et ¢ € C tel que K. est connexe. La fonction
G : C\K{ . —]0, 00[ telle que

G(2)=1In |¢p,6<z)|7

ol ¢p. est la transformation conforme telle que définie au théoréme 5.1.3, est la
fonction de Green associée a I’ensemble K7 .. Celle-ci posséde les propriétés suivantes :
i) G(z) — 0 lorsque z — 0K . ;
i1) G(z) ~1In|z| lorsque z — oo ;
iii) G (Qp.e(2)) = pG(2) pour tout z € C\KY . ;

. . ln ’QZT;LC(Z)’ \ . . . - D
iv) G(z) = lim ———— ou la limite converge uniformément sur C\K7 .
m—o0 pm )

DEMONSTRATION. Les propriétés de G découlent directement de celles de ¢, . |

Considérons la dérivée G’ définie de la maniére suivante :

o 0G 0G . 4 i
=|—=—,— ou z = x + yi.

oxr’ Oy yn
La fonction G ainsi que sa dérivée G’ permettent de borner la distance entre Kf . et
29 ¢ K .. La prochaine proposition a été démontrée par Martineau et Rochon dans [22]
dans le cas oul p = 2 et par Brouillette, Parisé et Rochon dans [4] dans le cas général.

Pour la démontrer, plusieurs lemmes sont nécessaires.

Lemme 5.1.5 (Théoréme B.1 dans [21]). Considérons une fonction f : U — C holo-

morphe ou U C C est ouvert. Posons aussi z = x + yiy, c’est-a-dire que f dépend des
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variables x,y € R. Alors, pour tout z € U,

[F() = 1lF I

ou f'(z) = L et

(5.1)

0lf(2)| 91/ (2)]
[

eyt = (A4, L)
Lemme 5.1.6 (Théoréme 1 de Koebe [9]). Soit B = B1(0,1) et considérons une fonction
analytique et injective f : B — C. Si |f'(0)] = R, alors By(z, %) C f(B) ot zo = f(0).

Lemme 5.1.7 (Lemme de Schwarz généralisé [14, 21]). Soit f : By(zo,7) — C, une
fonction holomorphe telle que f(z9) = 0 et |f(2)| < 1 pour tout z € Bi(z,r). Alors,
lf(2)| < @ pour tout z € Bi(zo,7) et |f'(20)| < L. De plus, s’il neziste aucune
constante a € C telle que f(z) = a(z — 29), alors les inégalités précédentes sont strictes

pour tout z # z.

f(2)

. Comme f est holomorphe en
0

DEMONSTRATION. Considérons la fonction g(z) =

particulier en zg, on vérifie aisément que

f'(z0) = lim FE) = flz0) = lim ) = lim g(z).
Z—rZ20 z — ZO 220 Z — ZO Z—r20
En définissant g(zo) := f'(20), on voit donc que g est analytique sur tout le domaine

By (zo,7). De plus, comme Bj(zg,7) est ouvert, pour tout z € Bi(zg,r), on peut trouver
une valeur ¢ telle que 0 < & < 7 et 2z € By(z,7 — ) C Bi(z,7). A la frontiere de ce
disque, c’est-a-~dire pour ¢ € C tel que |( — 29| = r — &, on voit que

_ Ol ol 1

CC—2] r—e T r—¢

19(O)]

Du théoréme du module maximum, on en déduit que |g(z)| < = pour z € By (2, r —¢).
Lorsque € — 0, on voit donc que |g(z)| < % pour tout z € By(zp, ). Ainsi, par définition
de g, on obtient que |f(2)| < @ et, en particulier, [g(z0)] = | f'(20)| < L.
Par ailleurs, supposons que |f(z)| = + ou |f(z)| = @ pour un certain nombre
z € Bi(zo0,7) tel que z # 2.
i) Si|f'(z0)| = %, alors |g(z)| = % et, par le théoréme du module maximum, on trouve
que g doit étre constante, c’est-a~dire que g(z) = a € C pour tout z € Bi(zg,r).

Par définition de g, on en conclut que f(z) = a(z — 2p).
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ii) Si|f(2)| = @ ol z # 2y, on a alors que |g(z)| = %. Du théoréme du module
maximum, on déduit que g doit nécessairement étre constante, d’out g(z) = a € C

pour tout z € Bi(zg,r). Autrement dit, f(z) = a(z — 2p).

Dans les deux cas, on trouve que f(z) = a(z — zp) pour une certaine constante a € C.
En utilisant la contraposition, on voit que si f(z) # a(z — 20), alors |f'(z)] # L et
lf(2)| # LZ_TZO‘ pour tout z # z. |

Proposition 5.1.8

Soitp € N ot p > 2 et posons c € C tel que KF . est connexe. Alors, pour z € C\KY .,

on a

sinh (G(z))

2sinh (G(z))
NV <« b i S s
2eem|G(z) = W) < |

|G'(2)

ot G est la fonction de Green de KY . et G' = (%—S, %—g).

DEMONSTRATION. Ce résultat est démontré dans [9, 21] dans le cas ot p = 2. On vérifie

ici que la preuve demeure valide dans le cas général ou p > 2.

Borne supérieure. Voici 'idée de la preuve. Pour tout zy € C\KY{,., on construit une

bijection biholomorphe f : C\K}. — B telle que f(z) = 0. Comme f est définie en

particulier sur Bj(zp,r) ou r = d(zo,lCllic), on peut utiliser le lemme de Schwarz et
1

affirmer que r < el d’ou le résultat.

Considérons la fonction W' définie sur C\KY . telle que W (z) = m Sachant que
|pp.c(2)] > 1 pour tout z € C\KY ., on voit que 0 < [W(z)| < 1. Ainsi, on peut écrire
que W : C\K{. — B* ou B* := B(0,1)\{0}. Remarquons que W est inversible et

biholomorphe car ¢, . est une fonction bijective et biholomorphe.

De plus, posons 2y € C\KY . et notons wg := W (z). Considérons aussi la fonction F

définie sur B telle que
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Pour tout w € B, on peut vérifier que |F(w)| < 1. En effet, en posant w = x + yi; et

wo = a + biy, on voit que

IF(w)]? <1< |w—w|> < |1 —wuw|?,
& (& —a)+ (y = b)ir|* < |(1 - wa — yb) + (b — ya)ir|*,
& (2% — 2za + a*) + (y* — 2yb + b*)
< (1+2%a* + y*V* — 2xva — 2yb + 2zyab) + (2%b* — 2xyab + y*a?),
st +a®+ 7 + 02 <1+ 2% + 20 + 220 + y%d?,
& (@ +y°) + (@ +07) < 1+ (2% +y°)(a® + %),
& [w]? + [wol® < 1+ |w]?[wgl?,
& Jwl® — Jwl*[wol* + wsl* < 1,
& w? (1- [w)*) < 1 - [wl,

s |w)? < 1.

On écrit donc F' : B — B. En fait, comme F' est une transformation de Mdébius, elle est
bijective [14].

De plus, on voit que F' est holomorphe sur tout son domaine puisque son dénomina-
teur est toujours non nul. En effet, on sait que |wy| < 1 et |w| < 1 pour tout w € B, d’ou
[wow| < 1 et Wow # 1. On peut donc calculer la dérivée de F en tout point w € B :

(1 —wow) + 7 (w —wp) 1= Juwgl*

Fw) = (1 — wow)? T (- wow)®

En particluier, en wy, on obtient que

F' (wo) = Lofwol” _ L—fwol” 1
’ (1 — wow)” 2% 1 —Jwo|*
0Wo (1—]w0\) 0

De plus, comme |wy| < 1, on remarque que F’ (wg) > 0, d’ou |F' (wp)| = F' (wo).

Par ailleurs, comme F(0) = —wp, on voit que F(B*) = B\{—w}, et on peut
donc écrire (F o W) : C\K{, — B\{—wo}. Par conséquent, pour tout z € C\K7_,
|(FoW)(2)| < 1.

Soit 7 = d(z0, K7 .). On voit que By(z,7) € C\K} . par définition de la distance d.
Aussi, on a que (FoW)(zy) = F(wy) =0 et [(FoW)(z)] <1 pour tout z € By(29,7) en
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particulier puisque c’est vrai sur tout le domaine C\KY .. Ainsi, on peut utiliser le lemme

de Schwarz avec la fonction F o W. On en déduit que

(Fo W) ()] < -

1
Sr< o/ -
|(F"o W)'(20)]
En utilisant la dérivée en chaine, on voit que (F o W)'(29) = F'(wp) - W'(z9) = IVK ;1(5&)2

Ainsi, on trouve que

- 1 — |wol?
T —_—.
W' (20)]

I1 ne reste qu’a réécrire les expressions wy et |W'(z)| en fonction de G. Du lemme

5.1.5, on peut vérifier que [21]

— |¢p,c(zo) |/
|¢p,C<ZO)‘

Ainsi, comme e*0) = |¢, .(2)|, on trouve que

;/n,c(zo)

¢p,c(ZO)

 énelz0l'] _
00|

|G (20)

‘W’(ZQ)’ _ | ;),C(ZO) _ |G,<Zo)‘.
(¢pe(20))*| )
De plus, on voit que
1 — |w0|2 —1_ # L o 26(0) eG(20) _ p—G(20) _ 2sinh (G(z))
|Pp,c(20)]? eG(z0) eG(z0) ’

d’ou
1 —Jwo|*>  2sinh(G(%))

d(20, K7 ) =1 < =
o Kie) =7 < Tl = 16 (0)

Borne inférieure. Pour trouver la borne inférieure, on utilise a nouveau les fonctions
F et W présentées précédemment. Essentiellement, & partir de (F o W)™, on définit
une application injective holomorphe w : B — C\K7 . telle w(0) = 2. En utilisant le

théoréme 1 de Koebe, on déduit ensuite que d(zp, K7 .) > £ o R = |w'(0)].

Posons 2y € C\KY, et considérons a nouveau les fonctions W : C\K}, — B* et

F : B* — B\{—wp} telles que définies précédemment. Comme elles sont bijectives et
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biholomorphes, on déduit que F' o W est inversible et biholomorphe et, par conséquent,
(FoW)™' : B\{-wo} — C\K}_ est aussi holomorphe. En particulier, I'application

(F o W)~! restreinte au domaine B (0, |wp|) est injective et holomorphe.

De plus, on sait que si z € B, alors |wy|z € By(0,|wp|). Ainsi, on peut définir une
application injective et holomorphe w : B — C\lCic de la maniere suivante :
w(z) = (F o W)™ (lwo|2).
Sachant que (F o W)(zp) = F(wg) = 0, on déduit que w(0) = (F o W)~1(0) = 2. Par le
théoréme 1 de Koebe, on trouve ainsi que Bi(zp, %) C w(B) C C\KY, ot R = |/(0)].

Autrement dit, d(z, K} ,) > £. Il ne reste qu'a déterminer la valeur de |w’(0)].

Comme F'(w) = (11:1%352 et W/(z) = — (;;’ ’C((ZZ)))Q, par la dérivée en chaine, on calcule

que
(FoW)(2) = F (W(2)) W'(2),
1 — |wpl? ie(2)
(1 =W (2))* (p.e(2)"
(1= lwo?) ¢, (=)W (2)?
(1-mW ()

Lorsque z = 2y, on a donc

1 — |wol*) ¢ .(20)wd 1 — |wol® ! o(z0)w} ' (o)l
woWﬂ@:—< [wol”) épe(eo)ud _ (1= wol®) o)t _ g, (20)

(1 — wowy)® N (1 — |w0]2)2 fwf -1
Ainsi, comme (F o W)~1(0) = zg, on a

5 1\ _ 1 _ 1 _ |’LU0|2—1
((Fow)) () (FoW) (FoW)=0)) ~ (FoW)(x) ¢,.(20)wd

En utilisant la dérivée en chaine, on trouve donc que
!/ /
/()] = |((F o W)™") (Jwo|2) - (Jwo|2)'| = \((Fowrl) (Juwol2)

[lwol” = 1] Jwol 1 — Ju

|w0|7

= &(0)] = | ((F o W) ") ()] ] =

pe(20)| [wol2 | (z0)| wo|
En substituant |wg| = ‘m , on trouve que
T 2
R B 2 |
80| |52 [Bmelz0)] [ h.0(20)]
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Sachant que %) = |@, .(20)| et |G'(2)| = Zizgg; , on calcule que
2

o) = el T 1S e asinh(G()

(o) [Bz)] ~ NG GG (G o)

’ p,c (2
Ainsi, comme d(z, KY ) > ‘“:io)' par le théoréeme i de Koebe, on conclut que
inh(G
d(z0, KP) > >0 (G(20)) n

— 2eCG0) |G (20)|

Remarque. Dans [9, 21], on énonce plutdt que Smh(G(zO)))‘ < d(29, KP), c’est-a-dire que la

2eG(20) |G (29
premiere inégalité du théoreme précédent est stricte. Cependant, ce n’est pas vérifiable
facilement. Comme le résultat présenté ici est suffisant, on ne vérifiera pas 'inégalité

stricte.

Ce résultat est primordial lors du calcul de la distance entre un point et l’ensemble
1. Cependant, il n’est pas facilement utilisable en pratique puisqu’on ne connait pas

Iexpression exacte de G et de G'. Néanmoins, il est possible d’approximer ces fonctions.

Proposition 5.1.9

Soit p € N oti p > 2 et posons ¢ € C tel que KY . est connexe. Alors, pour zy € C\KY,
assez prés de la fractale, les bornes de d(zy, K7 ,) présentées a la proposition 5.1.8

peuvent étre approximées par les exrpressions

1 2 |
Jenlllonl g, oy, < Aelinlend
2|Zm|pm |Z;n‘ |Zm|
ou Zm = Z,Lc(zo) et Z;n = diz ( g?c(Z)> z=z0

DEMONSTRATION. Pour arriver a ce résultat, on doit trouver des approximations de
G(z) et |G'(2)|.
. . ln|Q;’fC(z)| N .
On sait que G(z) = lim —— s ,ouona la convergence uniforme. De cette expres-
m

sion, on obtient directement que

G(2) lim 7IH|QZT’:L;?(Z)| n| Qe ()]

— p — ] m — 3 m
=ent= T = i em = i Q7 (2)
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Pour ce qui est de |G'(z)[, on utilise le lemme 5.1.5. D’abord, on calcule que

|G'(2)] = <€)G 8G> par définition de G,
dy
In Q7 (2 In|Q7.(z
= g lim M ,g lim M par substitution,
) 0 (In ‘QZTC(Z)‘ 9 (In ‘Q;nc(z)’ di a la convergence
=lm||—|—r—|,— | — )
m—oo |\ Ox pm Jy pm uniforme,
) 1 0 m , ,
-t ( (i \@ <>) S mlapa))| ) =47
2|@(=) ,_ 1)
= hm , car (In f(2)) = .
Ensuite, comme Q ) est un polyndme, c’est une fonction holomorphe. On voit donc
que

G'(2)] = T%EHOOM “Q I’ de ’équation 5.1,

(@)

= nlﬁoo W par le lemme 5.1.5.

A partir de ces expressions de G(z) et |G'(2)], il est possible d’écrire les bornes de
d(z,KY ) présentées a la proposition 5.1.8 autrement. En effet, en fixant une valeur m

assez grande, on peut écrire que

!/
(@)
pm]Qm z \

De plus, lorsque z — 0KY ., on sait que G(z) — 0, donc sinh (G(z)) ~ G(z). Ainsi,

= In |5 (2)]

~ Q) Gy~ = (G~

lorsque z est assez proche de KF ., on peut approximer sinh (G(2)) = G(z) et on calcule

que
snh (G(=) _ Gz) _ Wjeme)| prlep)|  |epa)| Q)]
2GRN 2T 5| g () g ()| 2@l (@)

2| Q.

et

25inh (G(2) _ 2G(z) _2Wm|Qp()] p"|Qp(2)] 2| Qpel2)|In |Qpi(2)
el el e (@) ene)]
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En évaluant ces expressions en z = zp, on trouve les approximations voulues des bornes

présentées a la proposition 5.1.8. ]

On peut en faire de méme avec les Multibrots complexes MY. Effectivement, il a
été démontré par Beardon [3] ainsi que par Douady et Hubbard [11] que, sur un certain
voisinage de 00, il est toujours possible de définir une transformation conforme ¢, . ayant
des propriétés similaires a celles de la transformation présentée au théoreme 5.1.3, méme
lorsque ICZLC n’est pas connexe. Ainsi, essentiellement, on peut trouver une transforma-
tion conforme allant de lextérieur de MY & 'extérieur du disque unitaire en définissant
Y, = ¢, . Cette derniere affirmation a seulement été démontrée pour p = 2 [3, 11}, mais

est généralisable au cas général ou p > 2 [4].

Théoréme 5.1.10 — Représentation conforme de C\ MY

Pour tout entier p € N tel que p > 2, il existe une bijection biholomorphe
¥, : C\MY — C\By(0,1) telle que

i) |wp(c)| = 1 lorsque ¢ — OMY;
i1) p(c) ~ ¢ lorsque ¢ — 00 ;

iit) 1y ( Z7C(O)> = (c)? pour tout c € C\MY ;

_1
i) y(c) = Jim ( gfjl(O))Pm , ou la limite converge uniformément sur C\KY ..

DEMONSTRATION. Considérons & nouveau la transformation ¢, . : C\K} , — C\B;(0, 1)
du théoreme 5.1.3. Dans le cas ou p = 2, il a été démontré par Beardon [3] ainsi que par
Douady et Hubbard [11] qu’en définissant 1,(c) := ¢, .(c), on obtient une transformation
conforme ayant les mémes propriétés que ¢, .. Dans le cas général p > 2, on pourrait

démontrer que cette affirmation est aussi vraie de maniere semblable.

Les propriétés i) a iv) découlent donc directement des propriétés de ¢, .. 1l suffit de

remplacer z par ¢ dans le théoréme 5.1.3 et de remarquer que @, .(¢) = +c = 270(0).

L’application v, permet de définir une nouvelle fonction de Green G sur C\M5.
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Théoréme 5.1.11 — Fonction de Green associée a M}

Soit p € N tel que p > 2. La fonction G : C\ MY —]0, 00| telle que
G(c) = In [, (c);

ot Y, est la transformation conforme telle que définie au théoreme 5.1.10, est la

fonction de Green associée a l’ensemble MY. Celle-ci posséde les propriétés suivantes :
i) |G(c)| — 0 lorsque ¢ — OMY ;
i1) G(c) ~ In|c| lorsque ¢ — oo ;

i11) G ( 2 (O)) = pG(c) pour tout c € C\MY ;

p,C
In m+1 0
iv) G(c) = lim M

, ot la limite converge uniformément sur C\KY ..
m—00 pm )

DEMONSTRATION. Ce résultat est une conséquence directe des propriétés de ¢,. [ |

En utilisant la dérivée G' = (%, %), ou ¢ = x + yiy, on peut borner la distance

entre MY et ¢ ¢ MY comme & la proposition 5.1.8 [4, 21].

Proposition 5.1.12

Soit p € N ot p > 2. Alors, pour ¢ € C\M?Y, on a

sinh (G(c))

2sinh (G(c))
S S VAN p S S S
2€G(C)’G/(C>’ S d(C, Ml) < ’

|G'(¢)

ot G est la fonction de Green de MY et G' = (%, %).

DEMONSTRATION. La démonstration est identique a celle de la proposition 5.1.8. 11 suffit
de remplacer ¢, . par ¥, et K. par M7, [ |

De plus, ces bornes peuvent étre approximées de la maniere suivante.
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Proposition 5.1.13

Soit p € N ou p > 2. Alors, pour ¢; € C\MY assez prés de la fractale, les bornes de
d(c1, MY) présentées d la proposition 5.1.12 peuvent étre approximées par les expres-

sions

|Cm | 10| 2| In | ey

<d(c;, MY) < ]

2|em | el

ol ¢, = QM. (0) et ¢, ::i( m(O))

p;c1 dc p,c

c=c1

DEMONSTRATION. On proceéde de maniére analogue & la proposition 5.1.9. Sachant que
n|Qple(0)]

G(c) = Jim ln|Q,Zc£ )|, on calcule que %) = lim e om0 = lim ‘Q;?C(O) »"1 De
plus, pour |G'(c )|, on calcule d’abord que
|G (c)| = ‘<8G 8G>‘ par définition de G’,
Jdy
In Q. In|Q7.(0
= ((aax (mﬁoo ’pm - )) ’aay (%13(1)0 ’pnf’l( )‘)) ‘ par substitution,
. o (In ‘Q;TC(O)) 9 (In ‘ngc(O)‘ dii & la convergence
=lm (([—[———]|,=— | —— ,
m—oo |\ Oz pm—l dy -1 uniforme,

pm
= lim (ln ‘Q

m—00 pm—l

(a (111 ‘Q;Tc(o) ) aa car (kf(2)) = kf'(2),
(0 ‘ f'(2)

. 9/@;.(0) /_
= lim_ e 1’@ ‘ ( oy ) car (In f(2)) = )

Comme @Q}'.(0) est holomorphe selon la variable ¢, du lemme 5.1.5, on a

N—
N——

/ o , 52 .
|G'(¢)| = lim p—m : ‘Q . ‘ “Q ‘ de I’équation 5.1,

(@)
= rrlzl—I}go m par le lemme 5.1.5.

Quand ¢ — IMY, on sait que G(c) — 0, d’ou sinh (G(c¢)) ~ G(c¢). En supposant donc
que c est assez pres de la frontiere de MY, on peut poser que sinh (G(c)) = G(c). Ainsi, en
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utilisant les expressions précédentes pour approximer les bornes de la proposition 5.1.12,

on trouve que

sinh (G(e)  W|Qp@] Q)] |@p(0)[n|@p(0)]
QeG(C)\G’(C)‘ 2‘@ pm—1 -l ‘( Z,LC(O)>/‘ 2‘@;}}6(0) ( ;’}6(0))/’

1
pm—l

et

2sinh (G(c)) _ 21n[Q(0)] 7 Q)] _ 2|Q5(0)]In] @y (0)
G"()] Pt ‘( 2?0(0))/‘ ’( n(0)

5.2 Distance d’un point a une fractale

multicomplexe

Pour généraliser les bornes trouvées précédemment, on utilise les propriétés de la

norme multicomplexe du chapitre 1 et des fractales multicomplexes vues au chapitre 2.

Lemme 5.2.1. Soit n € N tel que n > 2 et considérons 'ensemble X C M(n) tel que
X =X, xy, X5, ouX,,,X5 C M(n—1). La distance entre le point € M(n) et

[’ensemble X est

d(Gyns X5.)* + d(G,, X7,)?
d((, X) = \/ 5 .

DEMONSTRATION. Pour un point ¢ € M(n) fixé, on doit trouver I'infimum des valeurs
ln — (|| telles que n € X. Rappelons que, pour qu'un nombre D soit un infimum, il doit

vérifier les conditions suivantes :
i) D doit étre une borne inférieure, c’est-a-dire que D < || — (||, pour tout n € X ;

i1) s'il existe une autre borne inférieure C, alors C' < D.

d d 2
Posons D = \/ (G X )? J2r (SRRSH et vérifions ces deux propriétés.

Tn

X

)

i) Comme X = X, X
De plus, puisque d({vn, X,,) et d((5,, X5, ) sont les infimums de ||, — ¢, [[n-1 €t

on sait que si n € X, alors n,, € X, et 7y € X5 .

175, — G5, |ln—1 respectivement, on voit que

b \/d(c%,Xﬂ d(G,. X W% Gl ot ~ Gl
2
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i)

Ainsi, de la proposition 1.5.4, on trouve que pour tout n € X,

D<¢M%—%ml+m%—%ml

: =17~ ¢l

Supposons qu’il existe un nombre C' tel que C' < || — (||, pour tout n € X. On
doit démontrer que C' < D. Pour ce faire, supposons (par I'absurde) que C' > D.

Comme d(,,, X, ) et d((5, , X5, ) sont des infimums, on sait qu’il existe des nombres

Ny, € X4, €t 15 € X5 tels que, pour tout €9 > 0,

||T]'77L - C’Yn”n_l < d(C’Yn’ X’Yn) + €0 et ||777n - Cﬁan—l < d((ﬁn’Xin) + €0-

Ainsi, on calcule que

WW—%%JW%—%MJ
2 M

(d(C%w X n) + 50)2 + (d(CVH’ an) + 50)2
9 )

2
Sachant que \/z +y < \/x + /y pour tout =,y > 0, on déduit que

=, X5 2e0 (d X d((=  X-= 922
HTI_CHn < \/d(C’YmX’Yn)Q;d(C'ynaX'ynP +\l 80( <C’Yn7 ’Yn) +2 (C’yna 'Yn)) + €0

=D+ /20 (¢, X5,) + (G, X5,)) + 23

Posons maintenant e = C — D > 0.

e Sid(¢,,X,,)+d(G,, X5 )=0,en posant £y = ¢, on trouve que
In—Clln<D+V0+e2=D+e=C.

e Sid(¢,,X,,)+d(G,, X5, ) >0, on choisit une valeur g, telle que

52

2 (d(c%, X)) +d(G,, Xm))

Ainsi, on voit que

€o <

et €g <

7

17 = Clln < D+ 20 (G Xa,) + G, X3,)) + 5,

g2 g2

(d(Cw X )2+ d(G,, Xm)Q) + 2¢9 (d(c%, X,,) +d(G, X%)) + 262

Y
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Dans les deux cas, on voit donc qu'’il existe un nombre 1 € X tel que ||n— (||, < C,
ce qui est en contradiction avec I’hypothese que C' est une borne inférieure. Ainsi,

nécessairement, C' < D.

Comme les deux conditions d’un infimum sont respectées, on conclut que d(¢, X) = D.
|

A partir de ce dernier résultat, on voit qu'une distance dans lespace n-complexe
peut étre exprimée en fonction de distances dans Iespace (n — 1)-complexe. Ainsi, on
peut trouver une formule de distance entre un point ¢ et une fractale multicomplexe X
a l'aide de la distance entre chacune des composantes idempotentes ¢, et chacune des
parties idempotentes X,. Dans le cas des ensembles de Julia, on obtient la proposition

suivante.

Proposition 5.2.2

Soit n,p € N tels que n,p > 2 et posons ¢ € M(n). Alors, pour ¢ € M(n), on a

> A K )?

YES2(n)
2n—1

(¢, K7 ) =

DEMONSTRATION. Rappelons que, de la proposition 2.2.2,

Kﬁ,c = Kﬁ—l,&m X’yn Kﬁ—l,c;ﬂ :
La proposition se démontre donc essentiellement a partir de ce résultat et du lemme
5.2.1.

Procédons par induction. Pour n = 2, on sait que K5, =K}, x,, K7 ._ . Du lemme
bl 1=y "y

5.2.1, en posant X = K% ., on trouve donc directement que

d(é_’ym ICIIJC )2 + d(Cﬁ 7’C€ c=, )2
P _ “r2 2 P
a(¢, K%)= J 5 .

Ensuite, démontrons que la proposition est vraie en supposant qu’elle ’est pour n—1.
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Pour ¢ € M(n), on peut écrire
Z CW’Y = ( Z C%%’Y) Yn + ( Z Cv-%ﬁ) gl
~vESa(n) YES2(n—1) YES2(n—1)
d’ou
G = Z Gy Y et G, = Z Gy,
YES2(n—1) ~vES2(n—1)
De méme, pour ¢ € M(n),
Cr, = Z Cryoyn Y et Cy, = Z Cy7, 7Y
vy€S2(n—1) €S2 (n—1)

Par hypothese d’induction, on déduit donc que

Z d(C’Y"Yn? ’Cll),C»yuyn )2
€S2(n—1)
(C’Yn?’cn lc,m) = \ . on—2 )
Z d(<’7ﬁn ? 11;70747,” )2
€52(n—1)
d(Cﬁ,ﬂK:zfl,c?n) = S on—2

Ainsi, du lemme 5.2.1, on voit que

d(CaK;fL,C) :\/ (C’Ym n—1,cy, ) +d(C’y 7]Cn Les, )

9 9
Z d(C’Y"Yn? ’Cf sCy-yn ) + Z d(C’Y'Wn’ le,C,y,ﬁn)z
_ YES2(n—1) YES2(n—1)
\ 2. 202 ’
Z d C’Ya 1 C»Y
_ 4| 7€5%2() ‘ ]
2n—1

De méme, on peut trouver une formule pour la distance entre un point et un Multibrot

multicomplexe.

Proposition 5.2.3

Soit n,p € N tels que n,p > 2. Alors, pour ¢ € M(n), on a

> d(c,, M)

YES2(n)
2n—1

d(e, M}) =
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DEMONSTRATION. La démonstration se fait par induction de maniére semblable & celle

de la proposition 5.2.2. De la proposition 2.1.3, on sait que
M = My X, M.

Ainsi, si n =2, on a M5 = MY x,, M¥. On voit donc directement du lemme 5.2.1 que

d(e, M%) = \/d(cw M7)? —g d(cs,, M€)2.

Ensuite, supposons que la proposition est vraie pour n — 1. Pour ¢ € M(n), on sait

que

Cyn = Z Cyyn et Gy, = Z Cyx, -
YES2(n—1) YES2(n—1)

Par conséquent, on déduit par hypothese d’induction que

> dley,, M)
ey, M) =\ ;

Z d(CWWTnMIl)y
d(cs,, 1) = WESQ(n_l)Qn_Q

Du lemme 5.2.1, on trouve donc que

W’ ME_ )2+ d(cs, , ME_)?
2 )
Z d(cv-vazly)Q‘l' Z d(cvaM}f)Q
YES2(n—1) YES2(n—1)
2. 2n—2 ’

Y dley, MP)?
YES2(n)
2n71

d(c, M7) =

En utilisant les bornes de distances complexes présentées a la section 5.1 ainsi que les
propositions 5.2.2 et 5.2.3, on peut donc estimer la distance entre un point multicomplexe

et une fractale.

Exemple 5.2.4. Considérons ¢ = ¢; + co11 + c3i9 € BC. Sa représentation idempotente

est

€= CyY2 + 5,7, = (c1 + (c2 — ¢3)11) Y2 + (c1 + (2 + ¢3)11) 7,
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i) Sic,, € MY et c5, € MY, alors d(c,,, M) = d(cz,, MY) =0, d’ott d(c, M§) = 0.
it) Sicy, ¢ MY mais c5, € MF, alors d(cs,, MY) =0 et

d(cy,, MY)2+02  d(c,,, MY)
Py __ Y2 1 _ Y2 1
d(C7M2) - \/ 2 - \/§

ol d(c,,, MY) > 0. De la proposition 5.1.13, en utilisant un entier m assez grand,

les bornes de d(c, M%) peuvent donc étre approximées par

e, 2|c| In e,

el ilenl g gy < V2CnIlen]
2/Blen |7 || nl

N Am _d m

ol ¢y = @yl (0) et ¢, = 4 ( p,c(o)) c—cy,

iii) Si ¢y, € M§ mais c5, ¢ MY, on retrouve des bornes similaires a celles du cas ).

iv) Sic,, ¢ MY et c5, ¢ MY, alors

d(c, Mb) =

¢ﬂ%#%?+ﬂ%wMW
- .

ot d(cy,, MY) > 0 et d(cs,, M}) > 0. De la proposition 5.1.13, en posant m assez

grand, on voit donc qu’on peut approximer la borne inférieure de d(c, M%) par

2

2
der) > | L (wwammwA)%_ |C5,0m| 1 e, ml

1
2y 77| ;

_1
’72,m| 2|(ﬁzvm|pm_1 ‘C’Y%m’

et sa borne supérieure par

1 (2c,mlnle,ml N> (2lcs,m|n|cs, ml\
d 7Mp < - Y2, Y2,Mm Y25 Y2,
(e Mz) <13 (( E - P

72 ?m ’YQ 7m |

0l ¢ = Q. (0) et ¢ = & (QLl0))] _, pour v € {72, 7} A

5.3 Meéthode du lancer de rayons

Maintenant que des estimations de la distance entre un point et une fractale sont
connues, il est possible d’utiliser le lancer de rayons, ou le ray tracing, pour générer
des fractales multicomplexes. Cette méthode de synthese d’images a été introduite dans
les années 1980 [15] et est encore énormément utilisée aujourd’hui dans le domaine du

cinéma et des jeux vidéos [1].
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Voici un résumé de la méthode. Pour voir, une personne doit recevoir des rayons de
lumiere a l'oeil. Le ray tracing est inspiré de cette idée. On choisit un point de 1’espace
euclidien P, € R3, faisant office d’oeil ou de caméra, et on lance un rayon vers la fractale
a partir de celui-ci. On peut imaginer que ce rayon forme une droite qui croise P, et
potentiellement la fractale. Lorsqu’il croise la fractale en un point, on peut faire de petits
pas a partir de Fy en suivant le rayon pour trouver le point de rencontre entre la fractale
et le rayon. En répétant le procédé avec plusieurs rayons dans une multitude de direction,

on peut trouver suffisamment de points de la fractale pour 'illustrer.

Décrivons la technique plus formellement pour la visualisation d’une coupe tridi-
mensionnelle principale TP (i, i, im) € MP?. Le principe demeure le méme pour générer
une coupe tridimensionnelle F d’un ensemble de Julia K? .. Mais d’abord, introdui-
sons la notation suivante : pour tout nombre multicomplexe P € T(iy, i}, im) tel que
P = xiy +yij + zim, on écrit [P] = [z,y, 2] € R3. Cette notation permet de distinguer un

nombre multicomplexe de sa représentation graphique tridimensionnelle.

Considérons un nombre Py = zoix + yoli + 20im ¢ 7. Le point [Fp] servira d’oeil
extérieur a la fractale. On choisit ensuite un vecteur unitaire [v] € R® déterminant la
direction du rayon lancé. Pour s’approcher de la fractale, on considere donc la séquence

de points { P, }32, telle que Py = xpix + Yl + 2xim et
Pri1 = Py + ding(Py, MP) - v,

ol dine( Py, MP) est la borne inférieure de la distance entre Py et MP. Celle-ci peut étre
calculée a partir des propositions 5.1.12 et 5.2.3 comme il I'a été fait a 'exemple 5.2.4.
Tous les points de cette suite sont, par définition, a l'extérieur de MP? et, par conséquent,
a lextérieur de la coupe T . Ainsi, dépendant si le rayon croise la coupe ou non, on pourra

observer que

lim dinf(Pk,Mg) =0 ou Z dinf(PkaMg) = 00,
k—o0

k=0

& klim P.=PecoT ou lim P, = oo.
—00

k—o0

En pratique, on ne lance pas de rayon dans toutes les directions possibles : on pose v
de maniére & ce que la demi-droite P(t) = Py + tv, ou t > 0, croise la boule B,,(0, 2ﬁ)

En effet, comme on sait que les Multibrots sont contenus dans cette boule par le corollaire
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2.1.5 et qu’il en est de méme pour les ensembles de Julia connexes par la proposition

2.2.5, il n’est pas nécessaire d’explorer ailleurs.

De plus, on ne peut pas calculer toute la suite { P;}32, : un critere d’arrét est néces-
saire. Posons donc € > 0 assez petit et considérons ¢, > 0, le plus grand nombre tel que
_1
|P(to) |l = 27T,

i) Si on atteint un nombre Py, € E(O,ZTL) tel que dine(Py,, MP

P) < &, on arréte

d’itérer et on considere que le point [Py,] € R? doit étre inclus dans la représentation

graphique de la coupe 7.

ii) Sion atteint un nombre Py, ¢ B, (0, ZP%) tel que || Py, — Polln > || P(to) — Polln = to,
on peut conclure que le rayon lancé ne croise jamais la coupe. En effet, dans ce cas,
on sait que le rayon entre dans la boule B, (0, 21’%1), mais en sort éventuellement
sans entrer en contact avec MP. On peut donc arréter d’itérer apres avoir trouvé
Py, .
Pour générer une image complete, on répete ce processus avec une multitude de

rayons : plus le nombre de rayons lancés est grand, plus la résolution de l'image est

grande. Il est aussi possible d’améliorer la qualité des images par I'ajout d’effets visuels.

Pour plus de détails, se référer a [21, 22].

Par ailleurs, cet algorithme posséde un léger inconvénient. Lorsque dine( Py, , ME) est
petit, on sait qu’il existe un point n € M? pres de Py,. Cependant, ce point ne fait pas
nécessairement partie de la coupe 7. On peut tout de méme s’assurer qu’il est pres de

T.

Soit € > 0 et ko, le plus petit entier tel que Py, € B, (0, 217%1) et ding(Pry, MP) < €.

De plus, posons

Py, = Z Pkofﬂ’

YES2(n)

et considérons l'ensemble S := {y € Sy(n) : Py, ¢ M{}. Pour tout v € S, de la

proposition 5.1.12; on sait que

sinh (G(Py, ~)) 2sinh (G(Py, )
din P ) P = 0.7 t dsu Iy ’ 1 = o
o M= g (P ¢ BT M= g )
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sont des bornes inférieure et supérieure de d(Py, -, MY). Aussi, par le corollaire 1.5.6, on

remarque que

> | Py ?
YES2(n) o > ‘Pko:v‘

gn—1 - on—1

pour tout vy € Sa(n).

[ Po lln =

Comme || Py, |l < 21%1, on vérifie ainsi que |Py, | < V21| Py lln < V271271, Par
conséquent, comme G est une fonction continue et G(Py, ) devient petit lorsque P,
est prés de MY, la valeur G(Py, ) doit étre bornée. Ainsi, il existe un certain M > 0 tel
que e“Wror) < M. dou

dsup (Prg s MY) = 4€G(Pk0a7)dinf(Pko7,y’ MY) < AMdine(Pry -, MY).
En utilisant la proposition 5.2.3, on peut généraliser cette observation pour trouver que
dSHP<Pk07 MZ;L) S 4Md1nf(Pk07 MZ)) (52)

ol dgup( Py, MPE) est la borne supérieure de d(Py,, MP) qui peut étre calculée a partir

des propositions 5.1.12 et 5.2.3.

Posons maintenant n € M2 1’élément de M? le plus pres de Fy,. On sait qu’'un tel

nombre existe car MP est compact. De 1’équation 5.2, on voit que,
HPko - 77Hn = d<Pk07 Mg) < dSUP(PkmMz) < 4Mdinf(P/€07Mﬁ> < 4Me.

De plus, en posant n = Y i et I =1I(n)\{ix, i1, im}, on trouve que
i€l(n)

1 Pro = 1l = ||(zko — M )ik + (ko — mi)i1 + (Zhg — Mg )im — > i
iel

Y

n

I

> > mid

iel

n

> |n;|  pour tout i € I.

Par conséquent, 4Me > || Py, — nl|» > |m| > 0 pour tout i € I. Ainsi, lorsque ¢ — 0, on
trouve que |n;] — 0 pour tout i € I(n) tel que i ¢ {ik, i1, im }. On en déduit donc que 7 est
un nombre tres pres de lespace T(ix, i1, im) lorsque € est tres petit et, conséquemment,
tres pres de la coupe T. Le point Py, est donc suffisamment pres de 7 pour utiliser
[Py,] € R? afin d’illustrer 7.



Conclusion

L’objectif principal de ce mémoire était de généraliser et d'unifier plusieurs résultats
déja connus sur les fractales multicomplexes ainsi que les espaces dans lesquels elles sont
définies. Effectivement, au premier chapitre, plusieurs concepts entourant les espaces
multicomplexes ont été étudiés afin de les introduire au lecteur, mais aussi pour étendre
certaines propriétés des nombres complexes, bicomplexes et tricomplexes au cas général n-
complexe. Ensuite, les fractales complexes les mieux connues, c¢’est-a-dire les ensembles de
Mandelbrot et de Julia, et certaines de leurs propriétés ont été, elles aussi, généralisées aux
espaces multicomplexes au deuxiéme chapitre. Par la suite, on a vu, au troisieme chapitre,
deux types de coupes fractales tridimensionnelles, permettant ainsi d’obtenir des images
en trois dimensions de ces objets. De plus, une relation d’équivalence a été définie entre les
coupes principales afin d’identifier celles qui possedent des dynamiques tridimensionnelles
similaires. Cette équivalence a permis, au quatrieme chapitre, de classifier les coupes
et ainsi de déterminer que toute coupe tridimensionnelle principale de MP peut étre
retrouvée, a une transformation affine pres, dans I'espace tricomplexe. Finalement, la
méthode du lancer de rayons, permettant de générer numériquement ces coupes, a été
présentée au cinquieme chapitre apres avoir généralisé la distance entre un point et une

fractale, qui est une notion nécessaire a 'implémentation de cette méthode.

Malgré tout ce qui a été abordé dans ce mémoire, certains aspects sont encore a
approfondir. Par exemple, il a été démontré au troisieme chapitre que si deux coupes
principales sont équivalentes, elles doivent nécessairement étre liées par une transforma-
tion linéaire. Toutefois, on peut observer par ordinateur que deux coupes équivalentes
semblent toujours isométriques. Pour arriver a démontrer que ce constat est toujours
vrai, il faudrait démontrer que I'isomorphisme ¢ : M; — M, formant une bijection entre

deux coupes équivalentes 77 et T3 n’est pas seulement linéaire, mais aussi isométrique.
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Par ailleurs, la méthode du lancer de rayons n’a été présentée que brievement. En
effet, il serait possible d’approfondir cette méthode afin d’optimiser ’algorithme ou encore
d’améliorer la qualité et le niveau de détail des images. Aussi, il pourrait étre intéressant
de modifier I'algorithme afin de s’assurer qu’il converge nécessairement vers des points

de la coupe a visualiser, plutot que vers des points pres de la coupe.

Bref, I’écriture de ce mémoire a permis de rassembler dans un méme document plu-
sieurs notions sur les fractales multicomplexes étudiées ces dernieres années. Il en reste
néanmoins beaucoup a faire, en particulier sur les autres types de coupes tridimension-
nelles. En effet, les coupes idempotentes et les coupes tridimensionnelles des ensembles
de Julia n’ont pas été approfondies. Un prochain travail pourrait donc porter sur la
classification de celles-ci. Toutefois, comme il existe un ensemble de Julia pour chaque
nombre ¢ € M(n), classifier les coupes tridimensionnelles de ces ensembles ne s’annonce

pas évident.
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Définitions de base

Cette annexe a comme but de rappeler certains concepts préalables a la lecture de
ce mémoire.

Structures algébriques

On présente ici les définitions de certaines structures algébriques essentielles. Les

prochaines définitions sont tirées de 'ouvrage de Cameron [6].

Définition — Groupe
Soit un ensemble E sur lequel on définit une opération binaire *. La structure (E, %)
est un groupe si
i) xxy € F pour tout z,y € E (x est fermée sur E);
i1) (xxy)*z=1xx(yxz) pour tout z,y,z € E (* est associative sur E) ;
i17) il existe un neutre e € E pour %, c’est-a-dire que z x e = e * x = x pour tout
rEeF;
1 1

iv) tout z € F posseéde un inverse z7! tel que zxz7 ! =z xx =e.

Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité concernant 'opération, on écrit simplement que F
est un groupe. De plus, F est un groupe commutatif si * est commutative sur F,

c’est-a-dire que x x y = y * x pour tout x,y € F.

En définissant une deuxieme opération sur un groupe, on peut obtenir un anneau ou

€1ncore umn corps.
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Définition — Anneau
Soit un ensemble E sur lequel on définit deux opérations binaires + et e. La structure

(E,+,e) est un anneau si (E,+) est un groupe commutatif et
i) e est fermée sur F';
i1) e est associative sur E;

i1i) e est distributive & gauche et a droite, ¢’est-a-dire que pour tout z,y, z € E,
re(y+z)=zeyt+zrez et (x+y)ez=rx0z+yez.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité concernant les opérations, on écrit simplement que
est un anneau. De plus, s’il existe un neutre pour e, alors £ est un anneau unitaire.

Aussi, F est un anneau commutatif lorsque e est commutative sur F.

Définition — Corps

Soit un anneau unitaire commutatif (F, +, e) dont I’élément neutre pour + est noté
0. On dit que E est un corps si tout x € E tel que z # 0 posséde un inverse par
rapport a l'opération e. Par ailleurs, on appelle généralement + ’addition sur F et

e la multiplication sur F.

Considérons un ensemble quelconque E. Dans les définitions précédentes, des opé-
rations internes sur E étaient utilisées. Cependant, il est aussi possible de définir un
opérateur externe, comme une multiplication par un scalaire, qui agit sur un élément

d’un corps K et sur un élément de F.
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Définition — Espace vectoriel
Soit un corps K doté d’une addition et d’une multiplication. Considérons un ensemble
E, une opération binaire + : F x E — FE et une multiplication par un scalaire

- K x E — E. La structure (E, +, ) est un espace vectoriel si
i) (E,+) est un groupe commutatif;

i7) la multiplication par un scalaire est distributive, ¢’est-a-dire que pour tout pour
tout p,v e Ket x,y € E,

p-(r+y)=p-x+pu-y et (p+v) - z=p-x+v-x

i11) pour tout u,v € Ket z € E,onaque (uv)-z=p-(v-x);

iv) le neutre multiplicatif 1 du corps K est aussi le neutre pour -, ¢’est-a-dire que

1.2 =x pour tout x € E.

Définition — Espace vectoriel engendré
Soit un espace vectoriel E sur un corps K. Pour tout sous-ensemble fini A C E, on

note Vectg A le sous-espace vectoriel de E engendré par A, ¢’est-a-dire
Vectxg A = {Z Az 1 Ay € K} )
€A

Autrement dit, Vectx A représente I’espace vectoriel constitué de toutes les combinai-

sons linéaires d’éléments de A.

Un espace vectoriel E peut se généraliser a une algebre en définissant une deuxieéme

opération interne sur E. La définition suivante est proposée par Conway [7].
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Définition — Algéebre

Soit un espace vectoriel (E,+,-) sur un corps K. Considérons une opération binaire
o : I x E — E. La structure (E, +,-,®) est une algébre sur K si (E,+,e) forme un
anneau et, pour tout A € Ket z,y € F,

A(zey)=(\-z)ey=x0(X y).

De plus, lorsque o est commutative, F/ est une algebre commutative et lorsqu’il existe

un neutre pour e, E est une algebre unitaire.

De maniere équivalente, on pourrait définir que (£, +, -, ®) est une algebre sur K si
i) (E,+,-) est un espace vectoriel ;
i1) e est associative;
iii) e est bilinéaire, c’est-a-dire que, pour tout A € Ket z,y,z € F :
a) A-(zey)=(A-z)ey=ze (X y);
b) ze(y+z2)=zey+azez;
c) (r+y)ez=zez+yecz.

Fonctions particulieres sur les structures algébriques

Il est souvent nécessaire de définir des applications sur les diverses structures al-
gébriques mentionnées précédemment. Voici quelques types particuliers de fonctions qui
sont utilisés a maintes reprises au cours du mémoire. Les prochaines définitions s’inspirent

des ouvrages de Cameron [6], Conway [7] et Woerdeman [38].
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Définition — Norme
Soit un espace vectoriel E sur un corps K muni d’une valeur absolue. Notons 0 le

neutre de E. Une norme sur E est une application réelle ||| telle que, pour tout
reKetzyeF,

i) |zl = 0;

)

ii) ||z|| =0 2 =0;
iii) [[Azl| = [A||z];

w) ||z +yll < =] + [|y-

Un espace vectoriel muni d’une norme est dit normé.

Notons qu’une norme peut aussi étre définie dans le cas plus général ot E est une

algebre.

Par ailleurs, il est possible d’établir un lien entre divers espaces en utilisant une

bijection particuliere : un isomorphisme.
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Définition — Homomorphisme
Considérons E; et Fs, deux structures algébriques de méme type. Un homomorphisme
est une application f : E; — F, qui conserve la structure des opérations. Plus

spécifiquement, f est une application ayant les propriétés suivantes :

i) Si une seule opération interne, par exemple une addition, est définie sur chaque

structure F; et Fs, alors
fl@+y) = f2)+ fly) Yo,y € Er.

i1) Si une deuxiéme opération interne, par exemple une multiplication, est définie

sur chaque structure F; et Ey (cas des anneaux et des algebres), alors
f(zy) = f(2)f(y) Yo,y € Ey.

i7i) Si des multiplications par un scalaire sont définies sur F; et Fy (cas des espaces

vectoriels et des algebres sur K), alors
f(Ax) = Af(z) VA e K, Vo € Ej.

Un homomorphisme d’espaces vectoriels ou d’algebres est aussi appelé une application

linéaire.

Définition — Isomorphisme
Considérons E; et E,, deux structures algébriques de méme type. Un isomorphisme
est un homomorphisme bijectif f : E; — FE,. Lorsqu’il existe un isomorphisme

f By — FE5, on dit alors que E; et Fy sont isomorphes.

Dans le méme ordre d’idée, si on considere deux espaces normés Fp et FEs, il est

parfois possible de trouver une isométrie entre ces deux espaces.

Définition — Isométrie
Soit £ et Fs, deux espaces vectoriels ou deux algebres normés. Si 'application linéaire
f: Ey — Ey est telle que ||f(x)]| = ||z|| pour tout z € Ey, alors f est une isométrie

et on dit que F4 et E, sont isométriques.
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Définition — Isomorphisme isométrique
Si f: E; — Es est a la fois un isomorphisme et une isométrie, alors on 'appelle un

isomorphisme isométrique et on dit que F et Ey sont isométriquement isomorphes.

Analyse

Au chapitre 1, on explore les propriétés des espaces multicomplexes. En particulier,
on vérifie que 'espace vectoriel des nombres multicomplexes est un espace de Banach.

La définition de ce concept se retrouve en particulier dans le livre de Conway [7].

Définition — Suite de Cauchy
Soit un espace vectoriel normé E. Une suite de Cauchy est une suite {z,,}r0_; C E

telle que, pour tout € > 0,

AN eN:m,n> N = ||z, —z,| <e

Définition — Espace de Banach
Soit un espace vectoriel normé FE. Si toute suite de Cauchy de E converge dans F,

alors F est un espace complet ou encore un espace de Banach.

Le concept d’espace de Banach, applicable aux espaces vectoriels, peut étre généralisé

aux algebres.

Définition — Algebre de Banach

Soit une algebre normée E. On dit que E est une algébre de Banach si
i) Pespace vectoriel normé FE est un espace de Banach ;

it) pour tout z,y € E, |[zyll < [lz[|||yl]
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Analyse complexe

Les prochains concepts d’analyse complexe peuvent étre retrouvés dans le livre de
Gelbaum [14].

Définition — Dérivée complexe
Soit une fonction f : U — C ou U C C est ouvert. Pour z5 € U, on dit que f est

dérivable en zg si la limite

f'(z0) = lim M

Z—r20 z — ZO

existe. La limite f’(zg) est alors la dérivée de f en z.

Définition — Fonction holomorphe

Soit une fonction f : U — C ou U C C est ouvert. Si f est dérivable pour tout point
d’un ensemble ouvert contenant zy € U, on dit alors qu’elle est holomorphe en z.
En particulier, si f est dérivable en tout point de son domaine ouvert U, alors f est
holomorphe sur U.

Lorsque f est inversible, si f et f~! sont holomorphes, on dit que f est biholomorphe.

Comme toute fonction holomorphe possede un développement en série de puissances

convergente, toute fonction holomorphe est analytique au sens suivant.

Définition — Fonction analytique
Soit une fonction f : U — C ou U C C est ouvert. Pour 2z, € U, on dit que f est

analytique en zj s'il existe des coefficients a; € C tels que

o
ZCL] Z—ZO
7=0

pour tout z dans un certain voisinage V'(zo,r) de zo.
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Topologie

Pour bien saisir les notions de connexité et de compacité utilisées a quelques reprises
dans ce mémoire, les définitions suivantes peuvent s’avérer utiles. Elles sont tirées de

I'ouvrage de Gelbaum [14].

Définition — Espace topologique
Soit F, un ensemble quelconque et T, une famille de sous-ensembles de F (autrement
dit, tout élément de T est un sous-ensemble de E). On dit que (E,T') est un espace
topologique si

i)oeTet EeT,

i1) toute union d’éléments de T est aussi dans T';

i1i) toute intersection finie d’éléments de T est aussi dans 7.

De plus, on dit que T est une topologie. Généralement, T est I’ensemble de tous les
ouverts de E. Aussi, lorsque la topologie T" est évidente, on dit simplement que E est

un espace topologique.

Comme la notion d’espace topologique n’est pas centrale a ce mémoire, on peut
simplement voir un espace topologique comme étant un ensemble tel que I'union et I'in-
tersection habituelles sont bien définies sur ses sous-ensembles. D’ailleurs, il est possible

d’établir un lien entre différents espaces topologiques a 1’aide d’'un homéomorphisme.

Définition — Homéomorphisme

Soit deux espaces topologiques F; et E,. Si 'application f : Fy — FEs est bijective
et bicontinue, c’est-a-dire qu’elle et son inverse sont continues, on dit alors qu’elle
est un homéomorphisme. Lorsqu’il existe un homéomorphisme entre deux espaces

topologiques, on dit qu’ils sont homéomorphes.

De plus, il est possible d’attribuer aux éléments d’un espace topologique certaines

propriétés, telles que la connexité ou la compacité.
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Définition — Connexité
Soit un espace topologique E. Un ensemble A C E est connezxe s’il ne peut pas étre

exprimé comme 'union de deux sous-ensembles ouverts, non vides et disjoints.

Définition — Compacité
Soit un espace topologique F et considérons un ensemble A C E. Pour toute famille
d’ensembles ouverts {U; };¢; telle que U; C AVi € I et A C U;e; Ui, si on peut trouver
une sous-famille finie {U;, }}_; telle que A C Up_, U;

Dans le cas ou E est homéomorphe a R™, on a alors que A est compact ssi A est

.» on dit alors que A est compact.

borné et fermé (théoreme de Heine-Borel).

Dans [14], on vérifie que si deux espaces sont homéomorphes et 'un d’eux est connexe
ou compact, ce doit nécessairement étre le cas pour 'autre. Ce résultat permet de géné-
raliser la connexité et la compacité des fractales complexes aux fractales multicomplexes,

comme il a été fait au chapitre 2.



	Introduction
	Espaces multicomplexes
	Notions de base
	Représentation canonique et conjugaisons
	Représentation idempotente
	Inversibilité d'un nombre multicomplexe
	Norme multicomplexe
	Propriétés des espaces multicomplexes
	Fonctions multicomplexes

	Mandelbrot et Julia généralisés
	Multibrots
	Ensembles de Julia remplis

	Coupes fractales tridimensionnelles
	Définitions
	Équivalence entre les coupes principales
	Implication de la relation d'équivalence

	Classification des coupes principales
	Explicitation des espaces des itérées
	Classes d'équivalence des coupes principales
	Optimalité de l'espace tricomplexe
	Caractérisation du Métabrot

	Lancer de rayons
	Distance d'un point à une fractale complexe
	Distance d'un point à une fractale multicomplexe
	Méthode du lancer de rayons

	Conclusion
	Bibliographie
	Définitions de base

